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CAPITULO 1I 


INTRODUCCIÓN 
A LOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES 
DE LA TEORÍA DE PROBABILIDADES 


$ 1. ESPACIO DE SUCESOS 
ELEMENTALES 
Y PROBABILIDAD 


1. Prueba con resultados equiprobables. Empezamos nuestro curso 
con la descripción de algunas pruebas elementales, en las cuales el 
resultado no se puede de antemano predeterminar con certidumbre, 
sino sólo se puede hablar sobre la probabilidad 
de tal o cual resultado, 

Lanzamiento de la moneda. À esta prueba 
se recurre, corrientemente, al realizar un 
sorteo, cuando la moneda simétrica se lanza 
con un fuerte giro y como resultado cae de 
forma aleatoria «cara» o «cruz» (fig. 1). 

Lanzamiento del dado de juego. Este ensayo 
es una parte componente del juego popular 
infantil conocido por el nombre «Quien va 
despacio, va más lejos», «Circo», etc., en el 
cual, después del lanzamiento correspondiente 
del cubo (dado de juego) regular con las caras 
numeradas, en dependencia del número de 
puntos que han caído, el jugador desplaza su 
figura (según las reglas de juego) en el número 
correspondiente de pasos (casillas). Durante 
el lanzamiento del dado de juego cae una 
u otra cara, con tal o-cual número de puntos Fig. 1. 
a=1,2... 

Algo más compleja es la prueba que se realiza en el conocido 
juego de azar cuando cada uno de los jugadores lanza por turno dos 
dados de juego, y gana el que tiene la suma mayor de puntos. Al 
lanzar dos dados de juego cae de una forma aleatoria una de las com- 
binaciones posibles (a, 6), donde a significa el número de puntos 
que han caído en el primer dado, y b el número de puntos en el segundo 

ado. 
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Juego a la ruleta. Imagínese un disco pesado, dividido en N sec- 
tores regulares, que se encuentra en posición horizontal y puede girar 
fácilmente alrededor de su eje; a lo largo de la circunferencia por 
el borde del disco se tiene un hundimiento (canal) uniforme en el 
cual se encuentra una bolita pequeña que se desplaza libremente 
(fig. 2). A cada paso por separado se le comunica al disco una rotación 
fuerte, con la cual rueda la bolita por el canal. Después de pararse 
el disco, se para también la bolita, cayendo en uno de los sectores 
(designados en el disco con los números desde | hasta N). En 
dependencia del número aleatorio que cayó 
v=l, N y de la «puesta hecha» el 
jugador recibe el premio correspondiente. 

Con relación a cada una de las pruebas 
descritas anteriormente (lanzamiento de la 
moneda o del dado de juego, el «lanza- 
miento» de la bolita en el juego a la ruleta), 
se puede decir losiguiente: primero, el resul- 
tado de la prueba es aleatorio; segundo, 
se tiene un número finito de resultados 


Fig. 2. 
diferentes que se excluyen mutuamente uno al otro; tercero, todos 


los resultados son equiprobables. 

Cualquier prueba de tal naturaleza la denominaremos prueba con 
un número finito de resultados equiprobables, llamando a estos resul- 
lados sucesos elementales y designándolos en lo sucesivo por 0. 

Designemos por N el número total de sucesos elementales. De 
acuerdo a que todos estos sucesos son equiprobables, consideraremos 
que la probabilidad de cada uno de ellos es igual a 1/N. 

Considerando tal o cual suceso A, que se realiza (o no se realiza) 
en dependencia del resultado aleatorio w, designemos por N (4) 
«el número total de resultados elementales w, que conducen a la reali- 
zación de este suceso. Está claro, que el suceso A será tanto más 
probable!) cuanto mayor sea el número N (4). Consideramos 
que la probabilidad del suceso A, representándola por P (4), es pro- 
porcional a la magnitud N (A); 'más exactamente definimos a esta 
probabilidad así: 

NA) 


ra. üa) 


Por ejemplo, la probabilidad de que caiga «cara» al lanzar la 
moneda es igual a 1/2; la probabilidad del suceso de que cal lanzar 
el dado de juego cae un número par de puntos» también es igual a 1/2; 
al lanzar dos dados de juego la probabilidad del suceso A de que 


1) La expresión del tipo sel suceso A es más probable que el suceso 
B», que se comprende intuitivamente debe ser interpretada, a nuestro parecer, 
en el sentido de que, cuando la prueba se repita reiteradamente el suceso A 
Se verificará más frecuentemente, que el suceso B- 
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«la suma de los puntos que cayeron sea mayor de 10» es igual a 1/12, 
ya que el número de todos los resultados elementales posibles w, 
es decir, de combinaciones distintas de puntos (a, b), donde a, b = 
= l,...., 6, es N = 36, y el número de resultados, para los cuales 
se realiza el suceso A (es decir, cuando a + b > 10), es N (A) = 3, 
ya que al suceso A sólo llevan los resulta- 
dos (5, 6), (6, 5), (6, 6). p 

Volvamos a la prueba con el disco gira- 
torio, sobre el cual se encuentra la bolita 
(véase «Juego a la ruleta»). Después de 
pararse el disco la bolita ocupa una 
ción determinada, que se puede describir 
por la coordenada angular ©, 0 < © < 27, 
si consideramos la bolita como un punto 
sobre la circunferencia. 

El punto aleatorio œ cae en cualquiera > 
de los N sectoresiguales, en que está dividi- Fig. 3. 
do el disco, con una misma probabilidad 
1/N. Considerando que la probabilidad de que caiga en cualquiera 
de los sectores A = [w', w”I (fig. 3) es una misma para todos los 
sectores con la misma distancia angular œ” — w’, determinemos 
esta probabilidad P (A) así: 


P(A) 
Luego, desarrollando la circunferencia (de longitud L) en el seg- 
mento (0, L) de la recta real —0o < x < œ, sobre el punto E = 
= $2 L diremos que, en dependencia del caso, cae en tal o cual inter- 


valo [x', x”] de este segmento, y precisamente, cae en cualquier 
intervalo de longitud x” — x' con una misma probabilidad igual a 
r-r 


L 

El valor E que es la coordenada del punto considerado depende del 
caso, hablando de otra forma, es una magnitud aleatoria. La proba- 
bilidad de que ella tome un valor en el intervalo [x', x"] (designado 
más adelante por P {x' < E < x”)) se puede determinar por la fór- 
mula siguiente: 


x 
P <E<0)= | pel) dr, a2 


donde la función subintegral pẹ (x), llamada en adelante densidad 
de probabilidad para la magnitud casual E que consideramos, es 


1 
_ $ para 0<x<L, el 
Pia) { O para x<0, x>L. ga 
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En el ejemplo expuesto la magnitud E está distribuida uniforme- 
mente en el segmento 10, Ll. 

Sea y = q (x) una función cualquiera en el segmento 10, L], que 
tiene una derivada positiva q’ (x) continua a trozos; ella transforma 
biunívocamente el segmento 10, L} en otro determinado segmento 
la, bl (que puede incluso ser infinito) (fig. 4). Examinemos la nueva 

magnitud aleatoria y = q (E). ¿Qué pro- 

sa babilidad existe de que el valor de n 
descanse en el intervalo (y <n < 9°}? 

8 Designemos por x =w (4) la función 
y=pezy en el segmento la, bl, que es inversa de 

PC) la función inicial y = 9 (x), 0<x<L. 
Evidentemente, los sucesos (y <i < 
< y) Y ()< ES" U) coinci 
| den, y la probabilidad del suceso (y (4) < 

<E<v (y), de acuerdo a la formula 


(12) es igual a | py (X) dx. Utilizando 


vir 
el cambio de variable x = y) (4), obtene- 
mos que la probabilidad buscada del 
suceso (y <y <y”) es 
sn 
Piny) = | petardas 
vu 


i 
| 
1 
i 
l 
1 
1 
Ls 
0 E bl 


Fig. 4. Se ve fácilmente que 
para la función y = q (x) de 
la forma indicada el punto 
aleatorio y = q (È) cae ci 
gran probabilidad en la mi- 

inferior del segmento 


“ Y 
= | pl W Y turdy= | pato) dy, 
y 


de 


Ipi ean donde la función p, (y) tiene la forma 
i 
AO e 2<y<b, 14 
ea ( 0 r para y <a, y>b, (us) 


y en muestro caso (cuando p; (x) =- 0<x<L) 


1 1 
mT ypo’ SI 


Vemos que la magnitud aleatoria y puede tener una densidad de 
probabilidad muy compleja py (4), — < y < co, con ayuda de la 
cual la probabilidad de caer en tal o cual intervalo [y”, y”] se deter- 
mina como 


Y a 
P{y<n<y)= | mdy (on(0>0, | eníurdy=1) 
Pd -> 
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Supongamos ahora que tenemos dos magnitudes aleatorias Es 
y Ez, análogas a la magnitud aleatoria E examinada anteriormente, 
que no están ligadas entre sí de ningún modo. Digamos, el punto 
E, se lanza «al azar» sobre el segmento [0, L,] del eje —oo < x, < oo, 
y el punto Ex, sobre el segmento [0, Lal del eje —oo < x: < oo del 
sistema de coordenadas cartesiano en el plano. 

Considerando a (£,, Es) como un punto aleatorio en el plano con 
las coordenadas E, y Ez, análogamente a la fórmula (1.2) determinamos 
la probabilidad de caída de este punto en una u otra zona A (con 
frontera lisa a trozos) del modo siguiente: 


P(A)= |È pus 12 (xs 42) des dxa (1.5) 
A 
donde la función subintegral Piti, x2) es 


7 i 
Tr, Para Osas Lr StS La, 
O para los restantes xi, x2- 


Para la zona A del rectángulo Q = {0 $ xı S Li, 0< x: < La) 
donde, solamente, cae el punto (E, %2) la probabilidad P (A) de 
caída en A determinada por la fórmula (1.5) es numéricamente igual 
a k elacisn entre el área de la zona A y el área de todo el rectán- 
gulo Q. 

Ejemplo. Supongamos que lanzamos al azar sobre el segmento de 
longitud L dos puntos independientemente uno del otro. ¿Qué pro- 
babilidad hay de que la distancia entre ellos no sea mayor que /? 

Designemos por Es, Es las coordenadas de estos puntos en el seg- 
mento [0, LI. Luego, tomemos E, en el segmento (0, L) del eje xy, 
Es en el segmento (0, L) del eje xa y consideremos que el punto (Ei, Es) 
se lanza al azar en el cuadrado Q = {0 < x < L, 0< x: < L}. 
Evidentemente, la probabilidad buscada de que A = | Ẹ — ța | < l, 
coincide con la probabilidad P (A) de caída del punto (£,, E») en la 
zona A, limitada por las rectas xa = l + x, y xa = —l + x, (véase 
la fig. 5, donde esta zona ha quedado sin rayado). De tal modo, de 
acuerdo con la fórmula (1.5) la probabilidad P (A) puede ser expre- 
sada así: 


Pista (Xo xa) -{ (1.6) 


2u— 


P(A)= ¡[> da= 
À 


donde 2L: — P es el área de la zona A. 

Ejemplo. (Tarea de Buffon sobre la aguja). Supongamos que en el 
plano rayado con líneas paralelas, que están una de otra a la distan- 
cia L, se lanza al azar una «aguja», o sea un segmento de longitud /, 
I< L. ¿Cuál será la probabilidad de que el segmento lanzado corte 
a una de las líneas existentes? 
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Designemos por E, el ángulo de inclinación del segmento «caido» 
respecto a la dirección de las líneas, por Es la distancia de su extremo 
interior hasta la línea más próxi- 
ma de arriba (fig. 6,0). Las condi- 
ciones de la prueba son tales que 
la magnitud aleatoria E, está dis- 
iribuida uniformemente, en el seg- 
mento 10, al, lo mismo que la 
magnitud aleatoria Es en el seg- 
mento 10, Ll. “Intuitivamente está 
claro que las magnitudes E, y Es no 
están ligadas entre sí; considera- 
mos que el punto (Es, Ex) cae en tal 
o cual zona A en el plano con la 
y misma probabilidad, como si este 
Fig. 5. punto (E, Es) se lanzase al azar 
sobre el rectángulo Q= {0< 
<% <a 0<x.<L). Evidentemente, el segmento de longi- 
tud / corta una de las líneas cuando, y sólo cuando 


Es < [sen E, 


es decir, cuando el punto correspondiente (E, Es) caiga en la zona A 
limitada por arriba con la curva xs = ¿sen x; (fig. 6, 6). De acuerdo 


pu 


"E 
0) 3) 
Fig. 6. 
a nuestra fórmula propuesta (1.5), la probabilidad de caída del punto 
(E1 a) en esta zona será 
Paf f ta de. 
Ps 

Tomemos un par de magnitudes aleatorias arbitrarias E, y Ez 

para las cuales la probabilidad de caída del punto (E; Es) en tal 


o cual zona A está determinada por la igualdad (1.5), donde 
Pinta (Xis Xa), —00 < Xy, Xa < 00, es una función no negativa, que 


satisface a la condición $ f Pirta (ts, X2) dx, dxa = L 


A esta 
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¡unción la llamaremos densidad de probabilidad de las magnitudes 
aleatórias £z. 

Supongamos, que nos interesan determinadas magnitudes y, = 
= 1 (En En) y 12 = e En E. que son funciones de las magnitudes 
aleatorias iniciales i, Es. 

Y qu (Xis Xa), Ye = qa (Xr, x2) 
la transformación biunívoca del plano con un jacobiano distinto 
de cero 
dor dh 
|da ox 
Map 0% 
Da Dra 


Xa = Wu (Ya Ya), X2 = Pa (Y Ya) 

la transformación inversa. 

En la transformación examinada, la zona con el límite liso a trozos 
se transforma en una zona del mismo tipo. Para cualquier zona B, 
la caída del punto (i, Ya) en ella significa la caída del punto co- 
rrespondiente (E1, E2) en la Os A, que es la imágen recíproca de B 
en la representación y; = qu (Xn, X2), Ye = 42 (Xu X2), es decir, los 
sucesos (m1, m2) € BY Yy de, Es) € A) coinciden, Por consiguiente, 
la probabilidad P (B) de calda del punto (11, m2) en la zona B, de 
acuerdo con la fórmula (1.5) será 


P(B) — $ piia (ir 19) dí día, 
; 


de donde después del cambio de variables x, = i(i, Yo), X2 = 
= pa (Ya, Ya) obtenemos la fórmula del mismo tipo que (1.5): 


P(B) = | È Pure (Yo vò) dsd, 
E 


donde 
Porna (is Ya) = Pirta Da (Has Yo), Volga 9) 111% (1-7) 


es, según la definición dada anteriormente, la densidad de probabilidad 
de las magnitudes aleatorias y, Maz 


Pamali 90, f | Pam (M wdn dy 1. 
2. Espacio de los sucesos elementales. Al examinar un par de mag- 
nitudes aleatorias E,, Es con una densidad de probabilidad Pest, (č, x2) 
consideramos que nos ocupamos con una prueba donde se observa 
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un punto aleatorio (E,, Ex). Los «resultados elementales» de tal prueba 
consistente cada uno de ellos en que las magnitudes aleatorias E,, Es 
que toman determinados valores x, xz pueden ser descritos por los 
puntos correspondientes (x,, x) en el plano, y todos los sucesos posi- 
bles del tipo ((E;, E:) € A), o sea, «el punto aleatorio (E,, E2) cae en 
la zona A», en su esencia se describen por los conjuntos correspondien- 
tes A. Sin’ detenernos en los detalles físicos de las condiciones de la 
prueba, se puede describir el «mecanismo aleatorio» que actúa sobre 
ella, determinando las probabilidades P(A) de todos los sucesos 
posibles A (véase la fórmula (1.5).) 

En este ejemplo claramente se manifiestan todos los principales 
rasgos del modelo teórico-probabilístico que es en un amplio sentido 
una prueba con resultados aleatorios. Al describir tal modelo se 
indican todos los resultados elementales posibles «, que satisfacen 
a la siguiente exigencia: al final de la prueba se obtiene uno y sólo 
uno de estos resultados (ellos también se llaman sucesos elementales 
y todo el conjunto Q se llama espacio de los sucesos elementales). Ade- 
más de esto, se describe de un modo correspondiente el mecanismo de 
aleatoriedad en la prueba dada, es decir, se dan precisamente las 
probabilidades P (4). 


0<P(M<I, (18) 


de tales o cuales sucesos A; con ello la probabilidad del suceso cierto 
se considera igual a 1, la probabilidad del suceso imposible es igual 
a 0 (más adelante se hablará con más detalle de qué modo se dan las 
probabilidades). 

Cualquier suceso A tomado por separado sólo nos interesa desde 
el punto de vista si ocurre como resultado de la prueba dada o no 
ocurre; desde este punto de vista podemos no hacer diferencia entre 
los sucesos A, y Az, para los cuales la aparición de A, también sig- 
nifica la realización de Az, y viceversa, la aparición de Az también 
significa la realización de Ay. 

Si examinamos el suceso A?) ligado con la prueba Q (como se 
hizo en ejemplos descritos anteriormente) se puede separar el conjunto 
de todos aquellos resultados elementales w €Q, que conducen a la 
aparición del suceso A; designemos este conjunto por el mismo sím- 
bolo A, como en el caso del suceso examinado. Es evidente que la 
aparición del suceso {w € A), que consiste en que el resultado œ 
de nuestra prueba que entra en el conjunto separado A = Q significa 
exactamente la aparición del propio suceso A: 

En efecto, si ocurre el suceso A, entonces tiene lugar algún resul- 
tado œ que conduce a la aparición de este suceso, y todos estos resul- 
tados componen el conjunto A = Q, de modo que w € A; por otro 


3) Es decir, aquel suceso que 
aleatorio w EQ. 


jarece (o no aparece) a base del resultado 
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lado, si ocurre el suceso {w € A), es decir, si tiene lugar cualquier 
resultado elemental w € A, entonces según la propia definición del 
conjunto A = Q, esto significa que el resultado dado œ conduce 
a la aparición del suceso A. 

Así pues, los sucesos A y {w € A) coinciden de hecho, y con ello, 
cualquier suceso ligado con la prueba examinada Q puede ser descrito 
por el conjunto correspondiente A de resultados elementales œ € Q, 
cada uno de los cuales conduce a la aparición de este suceso. Se puede 
identificar convencionalmente el suceso A con el correspondiente 
conjunto A = Q. (Señalemos una vez más, que A, como un conjunto 
determinado de resultados elementales œ de la prueba Q examinada 
significa el suceso que ocurre cuando, y sólo cuando se realiza cual- 
quier resultado elemental « que pertenece al conjunto indicado A = 
E Q.) El suceso cierto A que se realiza para cualquier resultado ele- 
mental w € Q, se puede identificar con todo el espacio de los sucesos 
elementales Q; es cómodo introducir también el suceso imposible, 
identificándolo con el conjunto vacío Ø. 

Tal tratamiento desde el punto de vista de la teoría de conjuntos 
permite determinar, claramente, las distintas operaciones sobre los 
sucesos. Se llama precisamente unión o suma de los sucesos Ay y Az 
al suceso A, U Az, que significa que ocurre aunque sea uno de los 
sucesos: A, 0 A» (el suceso A, U Az, como conjunto de resultados 
elementales w €Q, es la unión de los conjuntos correspondientes 
A, y Az); análogamente se determina la unión U Ax de los sucesos 

% 


Ai, Az... Se lama intersección o producto de los sucesos Ay y Az 

el''suceso A1(1 Az (designado también así: A, » Az), que consiste 

en que se realizan ambos sucesos A, y Az (como un conjunto en el 

espacio de los sucesos elementales &, el suceso A, f A, es la inter- 

sección de los conjuntos correspondientes Aj, Az = Q); análoga- 

mente se determina la intersección f Aa de muchos sucesos Ay, Az - + 
y 


Se llama complementario del suceso A el suceso A, que significa que 
el propio suceso A nose realiza (A es el complemento del conjunto 
A en el espacio de los sucesos elementales Q). Se llama diferencia de 
los sucesos Ay y Az el suceso Ay N Az, que significa que el suceso Ay 
se realiza y el suceso Az noserealiza (A, \ Az es la diferencia de los 
conjuntos Ay, Az = 9). Luego, llamamos incompatibles o mutuamente 
excluyentes los sucesos A, y Az si ellos se excluyen mutuamente el 
uno al otro: cuando aparece A, no se realiza el suceso Az y viceversa, 
cuando aparece Az no se realiza el suceso Ay (A, y Az como conjuntos 
en el espacio Q no se cortan). 

En el lenguaje de la teoría de conjuntos se pueden expresar otras 
relaciones entre los sucesos: por ejemplo, en vez de decir «el suceso 
A, lleva consigo al suceso Az», se puede decir que «el suceso A per- 
tenece al suceso Az», ya que uno y otro significan que al aparecer 


201104 
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cualquier resultado elemental o € Q, que conduce al suceso A, (W € Ay, 
también aparece el suceso Az (es decir, œ € A+), y en la terminología 
de la teoría de conjuntos esto significa, que el conjunto A, pertenece 
al conjunto correspondiente Az: Ay S Az. 

Algunas de las relaciones entre los distintos sucesos, indicadas 
anteriormente, están representadas gráficamente en la fig. 7, donde 
los sucesos elementales œ son los puntos del cuadrado Q. 

Como ejemplo, volvemos de nuevo a la prueba del lanzamiento 
de dos dados de juego. El suceso A, «cae una suma par de puntos», 


Fig. 7. a) Ay y Aa son sucesos incompatibles (que no se cortan. b) La figura sin 

rayado representa la unión Ay U Aa. c) La figura sin rayado rep resenta la inter- 

sección Ay N A2: d) La figura sin rayado representa la diferencia Ay N Az, 

e) El suceso Az es complementario del suceso A1. f) El suceso Ay contiene al 
suceso Az. 


es la unión de los sucesos que no se cortan Aj, «en cada dado cae un 
número par de puntos» y los sucesos A2, «en cada dado cae un número, 
impar de puntos»; siendo A =A N Az y A2=A N Ay. El suceso A 
«cae una suma impar de puntos», es complementario del suceso A. 
El suceso A; «cae, aunque sea, en un dado un/número impar de puntos» 
es complementario de Ay. El suceso A, — «cae, aunque sea, en un 
dado un número par de puntos» es el suceso complementario de As; 
siendo A4 NĀ = ANA = Az y ADA = A:N A = As 

No es difícil comprender que existe la siguiente ley general en 
los enlaces entre los distintos sucesos. Precisamente, si A, S Az, 
entonces Az = Ay si A= AUA, entonces A = A, N Ax si 
A = A, N Az, entonces A = A, U Az. En general, si es justa una 
felación determinada, expresada por el signo de igualdad =, inclu- 
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sión = (o =), unión Ų e intersección f), entonces será también justa 
la relación, que se obtiene de la inicial sustituyendo los signos de 
inclusión (= y =) por sus inversos (= y ©), la unión Ų por la inter- 
sección f) y viceversa, la intersección f) por la unión U , sustituyendo 
al mismo tiempo los sucesos correspondientes por sus complemen- 
tarios. Por ejemplo, son equivalentes las siguientes relaciones 


A=AU(AN A), A=ALU(AN 4), 

A=AN ANA), A=A NAUA) 
(observamos que aquí A coincide con la diferencia de los sucesos 
Ay, Az es decir, A = A, N Az). 


3. Propiedades fundamentales de la probabilidad. Aditividad y con- 
tinuidad. Examinemos cualesquiera su se cortan 


P (A, U Aa) = P(A) + P (A3), (1.9) 


ya que el suceso A, U Az es la unión de todos los resultados elemen- 
tales, que entran en A, o en Az, de modo que su número es N (A, U 
U A) =N (A) + N (An y 


a) NA Na 
A. 


A esa misma igualdad (1.9) llegamos, considerando a los sucesos 
del tipo ((E,, Es) € A), ligados con la observación de ciertas mag- 
nitudes aleatorias E, y Ez, cuando cada suceso de tal género se describe 
por el correspondiente conjunto A sobre el plano, y los sucesos que 
no se cortan A, y Ay son en este sentido conjuntos que no se cortan. 
Precisamente, según la fórmula (1.5) 


PALA) = | Pera Cen x) des dxa 


ALUÁr 


= f $ puse (en 29) dxi drat | pun (u x) dd P(A)= PLA): 
En el modelo teórico-probabilístico la relación (1.9) para los 
sucesos que no se cortan A, y Az, se admite en calidad de axioma; 
o sea, la llamada ley de adición de las probabilidades. 
La propiedad de la aditividad expresada en ella es completamente 
análoga a las propiedades de longitud, superficie, volumen, etc. 
Debido a esta propiedad, por ejemplo, el suceso complementario A 


2 
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de cualquier suceso A con probabilidad P (4) tiene la probabilidad 
P(A) = 1—P(4) 
(la probabilidad del suceso cierto A U F es igual a 1); 
P(A) < P(A) para AS Az 
P (A; U 42) = P (A1) + P (42) — P (A; N Aa), 


para cualesquiera sucesos A, y Az, etc. 
Está claro, que la ley de adición de las probabilidades se extiende 
a cualquier número finito de sucesos que no se cortan Ay, Az, . . 
.., Am; precisamente, aplicando sucesivamente la fórmula (1.9) 
los pares de sucesos que no se cortan A; y 


(UA, A y CU, Al +++» Aa Y An obtenemos como resultado 
(u. y 


7 a 
P(U A) = X P(A). (1-10) 
S 

Imaginémonos luego que se tiene una sucesión infinita de sucesos, 

cada uno de los çuales arrastra consigo a todos los anteriores: 

ARA... R AnA. 
¿Qué probabilidad hay de que se realicen todos estos sucesos 
'Segán las condiciones, la realización de todos los sucesos Ay, 
An +» .» An es equivalente a la aparición del suceso An, “de modo 
n » 

que Ñ Ar=An y PLN An) =P (4n). Ya que P(A,+1) <P (A) cuando 


Any = An, para la sucesión monótona decreciente de probabilidades 
PA), existe el límite lim P (4). En el esquema general 


de la teoría de probabilidades se supone que este límite coincide con 
la probabilidad de realización de todos estos sucesos Av An... 


es decir, con la probabilidad del suceso A = A An: 
ad 


P (4) = lim P (A,n); (1.11) 


ésta es'la propiedad llamada continuidad de la probabilidad. 
Demostremos que la aditividad y la continuidad expresadas res- 
pectivamente por las relaciones (1.10) y (1.11) en su conjunto tienen 
el mismo significado que la aditividad numerable: para cualquier 
número (finito o numerable) de sucesos que no se cortan AjA>.- - 


P(Y A) =X P(A). (1.12) 
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En efecto, para cualesquiera de los sucesos que no se cortan Ay, 
An +09 An, - > + los sucesos By = As, Ba = A, U An, o» n Bn = 
= Ü An forman una sucesión monótona creciente en el sentido de 

PR 


que B, = Ba =... = Ba S . - „ y los sucesos complementarios 
B,, B. son tales que 5,2 B2... 2B, 2... . 
Con ello, el Suceso A Y A coincide con el suceso U Bj, y el suceso 


complementario A coincide con el suceso q Ba. Segúnjla propiedad 
de continuidad (1.11) P(A) = lim P (5%). Ahora bien, P(A)= 
=1— P(A), P(B,) = 1— P (B;), y según la propiedad ,de la 
aditividad (1.10) P(B,) = Y P(A), n= 1, 2... . Por con- 
siguiente, a 
P(4=1—P(Ā= lim [1 —P(B,)) = 


=límP(B,)= tim 3 P(A)= Š pa, 


es decir, tiene lugar la igualdad (1.12). k 

Por otro lado, si A, > Az . . . es cualquier sucesión de sucesos 
monótona decreciente (la aparición de A, arrastra consigo la apari- 
ción_de Ay, ..., An-1), entonces los sucesos complementarios 
As, Az, . .. forman unasucesión monótona creciente A, = 


y su unión A = U Aa puede ser representada como la unió 
à 


Sucesos que no se cortan B, = An B:=A; Ap... Ba = 
= An N Amas +++ : A = U Ba. De acuerdo con la fórmula (1.12) 
k 


PĀ 


È poy- 3 P8) (= limp A), 


y por consiguiente, tiene lugar la relación (1.11): 
P(A) = lim P(A,). 


Ejemplo (juego hasta la primera pérdida). Imaginémonos que se 
juega a «cara» o «cruz», cuando a cada paso el jugador gana o pierde 
en dependencia de si acertó o no acertó. el resultado del lanzamiento 
de la moneda simétrica (tenemos dos resultados equiprobables «cara» 
o «cruz»). Supongamos que el juego se prolonga solamente hasta la 
primera pérdida. Cada uno de los resultados durante lanzamiento 
repetido n veces se puede describir por la sucesión del tipo CCX ..... 

- XCX, donde C ó X significan la caída de «cara» o «cruz» durante 
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el paso correspondiente; consideramos que todos los resultados posi- 
bles son equiprobables. Su número total es N = 2", de modo que la 
probabilidad de cada uno de fos resultados, durante el lanzamiento 
de la moneda repetido n veces, será igual a 27”. 

Para cualquier estrategia del jugador (digamos, el siempre predice 
«cara») el juego hasta la primera pérdida (hasta que caiga por primera 
vez «cruza) tiene un número infinito de resultados: la pérdida puede 
ser ya en el primer paso, puede ocurrir en el segundo paso y así suce- 
sivamente, Cada resultado elemental se determina por el número n 
de pasos hasta la primera pérdida: n = 1, 2, .. . siendo evidente- 
mente igual a 2” la probabilidad de que el número indicado sea 
precisamente n. De tal forma como modelo teórico-probabilístico 
del juego descrito se puede tomar el espacio de los sucesos elementales, 
que coincide con el conjunto de todos los números naturales n = 
,2, +. ., adjudicándole al resultado elemental n la probabilidad 
. Como en cualquier otra prueba, la probabilidad del suceso cierto 
(que une a todos los resultados elementales) deberá ser igual a 1, 
o p obtenemos precisamente de acuerdo con la fórmula general 


Para tener un cuadro más completo se podría admitir también 
el resultado n = co, que significa que en Ja sucesión infinita de lan- 
zamientos no cae ni una vez «cruz»; en el cuadro de nuestro esquema 
teórico-probabilístico tal resultado tiene una probabilidad igual a cero. 

Hallemos la probabilidad de que el número de lanzamientos hasta 
el primer acierto con «cruz» sea par. Evidentemente, de acuerdo con 
la fórmula (1.12) esta probabilidad es 


(y no 1/2 como se podría pensar equivocadamente, partiendo de la 
Simetría de «cara» y «cruz»; a propósito, la probabilidad de que caiga 
«cruz» en el primer lanzamiento ya es igual a 1/2, pero ella puede apa- 
zae por primera vez también en el lanzamiento tercero, quinto, 
etc). 

Así pues, el modelo teórico-probabilístico representa en sí el 
espacio Q de los resultados elementales œ descritos de una u otra 
forma, en el cual están determinadas las probabilidades P (4) de los 
sucesos examinados A <= Q, que satisfacen la condición de la aditi- 
vidad numerable (1.12). 

El problema fundamental, que de una u otra forma surge en la 
mayoría de las tareas teórico-probabilísticas, consiste en lo siguiente: 
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se dan las probabilidades P (A), hablando convencionalmente, de 
algunos sucesos simples A, cuyo conjunto designamos por y; se exige 
hallar las probabilidades P (8) de otros sucesos B, ligados de algún 
modo con los sucesos A € y (más exactamente, obtenidos de los suce- 
sos iniciales A € y por medio de operaciones sucesivas de unión, 
intersección, paso a los sucesos complementarios, etc.). 

Naturalmente, en cada caso concreto esta cuestión se resuelve 
distintamente, pero la pregunta general es: ¿cuándo pueden ser deter- 
minadas, en principio, las probabilidades P (B) a partir de 
las probabilidades dadas P (A), A €y. Esta cuestión importante 
para fundamentar la teoría de las probabilidades se resuelve positiva- 
mente, si el sistema inicial de sucesos y posee la propiedad de que 
junto con los sucesos As, Az contiene también su intersección A, f) Ay, 
y para cualesquiera sucesos A, A, € y tales que A, pertenezca a A, 
la diferencia A N A, se puede «desarrollar», en una suma finita de los 
sucesos, que no se cortan Az, ..., An de y (tal sistema y algunas 
veces se lama desarrollable). En el caso del sistema desarrollable y 
tiene lugar la fórmula siguiente!): 


P(B)= in 


EPA (1.13) 


donde el límite inferior se toma para todos los sucesos Ay de y, k = 
= 1, 2, . . ., que dan en suma el suceso A = U A, que contiene a B- 


E 
De ejemplo del sistema desarrollable de sucesos, en la prueba sobre 
la observación de una determinada magnitud aleatoria E, puede servir 
el conjunto de sucesos del tipo A = (Y < Ẹ < x”}, o sca, «el punto 
E cae en el segmento abierto por la izquierda (x”, x”); en el ensayo 
sobre la observación de un par de magnitudes aleatori e 
considera sistema desarrollable el conjunto de todos los s 
tipo A = (x, < ți < x", x, < Eo < X), o sea, «el punto con coor- 
denadas (E1, Es) cae en el rectángulo (xj, x5) (x4, x3l con los lados 
que forman el ángulo inferior izquierdo excluidos. 

En todo lo sucesivo, al examinar tal o cual modelo teórico pro- 
babilístico concreto supondremos que las probabilidades de los sucesos 
que nos interesan, en principio, están determinadas y la tarea consiste 
en hallarlas en una forma explícita. 

4. Concordancia entre el modelo y la prueba. En las aplicaciones, 
al utilizar tal o cual modelo teórico probabilístico surge la pregunta, 
de cómo corresponde este modelo a la situación real de las cosas, a la 
prueba real. 

Ejemplo (probabilidad del nacimiento de un niño). Se puede pensar 
que el nacimiento de un niño o una niña en cada uno de los c asos es 


1) Véase, por ejemplo, el libro de I. I. Guijman, A. V. Skorojod «Intro- 
ducción a la teoría de los procesos aleatorios» Moscú «Nauka» 1965 (pág. 121 
y en adelante). 
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un suceso equiprobable (es decir, el nacimiento de un niño, desde el 
punto de vista de la probabilidad, es análogo a la prueba del lanza- 
miento de la moneda: con la probabilidad 1/2 nace un niño y con la 
misma probabilidad nace una niña). 

Examinaremos cada nacimiento como una prueba, durante la 
cual nace un niño con la probabilidad p y nace una niña con la pro- 
babilidad 1 — p, con ello consideraremos que el resultado de una 
prueba de ningún modo influye en el resultado de la otra (en otras 
palabras, examinaremos los nacimientos como pruebas independien- 
tes). 

Durante estas n «pruebas» el número m de niños nacidos es aleato- 
rio. La probabilidad de que la frecuencia m/n del nacimiento de un 
niño se desvíe de p = 1/2 en un valor ô > 0, es igual a (véase más 
adelante el $ 3, cap. 11) 


P(E—p>8) =1—D(2V7), 


z 
donde ® (x) = xz | edu, además, en la igualdad aproximada 


indicada el error no supera a 1/7. Elegimos 6 de tal modo, que 
1 — 9 (25 Vn) < e, donde e es un número tan pequeño que se debe 
despreciar la posibilidad de aparición del suceso que tenga una pro- 
babilidad no mayor que e. (Por ejemplo, para e = 0,002, se puede 
tomar x 7 28 Vn > 3 de las tablas de la función 0 (x); véase la 
pág. 101. 

En casi todos los países ya hace mucho tiempo que se registra 
el nacimiento de cada niño de modo que ya se tiene una gran cantidad 
de datos estadísticos. Hablando de Suiza, desde el año 1871 hasta el 
1900 nacieron 1359 671 niños y 1285 086 niñas”). De acuerdo con 
estos datos, para n = 2 644 757 se tuvo m = 1359 671 y m/n = 
= 0,5141. ¿Está esto de acuerdo con el modelo elegido, en el cual 

= 1/2, o en realidad la probabilidad del nacimiento de un niño 
es mayor que 1/2? 
Para p= 1/2 tenemos 
E—=0,0141>6=— 
CI 2V 264757" 
y de este modo, dentro del marco del modelo aceptado por nosotros 
(con probabilidad del nacimiento de un niño p = 1/2) «observamos» 


el suceso prácticamente imposible {2—7 >ö}, más exactamente, 
la probabilidad de este proceso no supera a 0,002. Al mismo tiempo, 


1) Véase el libro de B. L. Van der Warden «Matematicheskaya Statistika» 
IL-Moscú 1960 (pág. 43). 
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si la probabilidad del nacimiento de un niño es en realidad mayor 
que 1/2 (digamos, p 0,51), entonces en este suceso [E — $ >ô} 
no hay nada extraño, como podemos calcular, él tiene una proba- 


bilidad próxima a 1. Basándose en estos datos, se debe desechar 
la hipótesis de que p = 1/2 y considerar p >+ (en cierto sentido 
la mejor valuación de la probabilidad del nacimiento de un niño, 
según los datos estadísticos expuestos, es la frecuencia z = 


= 0,5141). 

En nuestro curso estudiaremos los distintos modelos teórico- 
probabilísticos, sin examinar la cuestión en qué grado corresponden 
a tal o cual fenómeno real (la formulación matemática exacta y la 
solución de semejantes cuestiones son objeto de la ciencia especial 
llamada estadística matemática). 


$ 2. INDEPENDENCIA 
Y PROBABILIDAD 
CONDICIONAL 


1. Concepto de independencia. Examinemos dos pruebas indepen- 
dientes Q, y Qs cada una de las cuales tiene un número finito de resul- 
tados equiprobables La independencia aquí se comprende en el 
sentido de que ninguno de los resultados elementales w; de la primera 
prueba influye de ningún modo en el resultado wz de la segunda prueba 
(y viceversa). De ejemplo puede servir (véase el comienzo del $ 1) 
los dos lanzamientos de la moneda (w, es el primer resultado, wz 
es el segundo resultado de los lanzamientos); el lanzamiento Q, de 
la moneda y el lanzamiento Q, del dado de juego, etc. 

Examinemos el suceso A, ligado con la primera prueba 9, y el 
suceso Ay ligado con la segunda prueba Qs. ¿Cuál será la probabilidad 
del suceso A = A; -A2 ligado con la prueba, que es un conjunto de 
pruebas independientes Q,, 2,2 

El resultado elemental de las pruebas examinadas se describe por 
el par (w,, 0), donde w es el resultado elemental en la primera 
prueba, ws es el resultado en la segunda prueba. La intuición indica 
que para los resultados independientes equiprobables œ, EQ, y 
ws € Qs, los resultados elementales œ = (w, w) también deben ser 
equipe Si el número total de resultados en la primera prueba 
es N, y en la segunda prueba N2, entonces el número total de pares 
posibles «+ = (01, %2) será evidentemente igual al producto N,-Nz. 
De tal modo, el número de resultados elementales oœ = (oy, 0») es 
N,-N». El suceso A = A, +A» significa la realización de ambos 
sucesos A, y Az que será, cuando, y sólo cuando tengan lugar los 
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resultados elementales «, € A, y 602 € Az. Evidentemente, en total 
se tienen NM(A)= N, (A1) Ne (A2) resultados elementales œ = 
— (o, 07) que conducen a la aparición del suceso A = A, +A (aquí 
N, (A) es el número de sucesos elementales w; que conducen al suceso 
A, en la primera prueba, Na (Az) es el número de resultados elemen- 
tales w que conducen al suceso A, en la segunda prueba. Según la 
fórmula general (1.1), la probabilidad del suceso A = A, +A; se debe 
determinar como 
NA) Mita) 


Py TA AA, 


que se expresa directamente a través de las probabilidades P (4A;), 
P (A+) de los sucesos separados Ay, Az como 


P (4) = P (A) P (43). (2.1) 


Así pues, al examinar Jos sucesos del tipo A = Aj*Az, donde 
los sucesos separados A, y As están ligados con las pruebas indepen- 
dientes, para la probabilidad P (A) tendremos la fórmula (2.1). 

Cierto es, que hasta ahora, sólo hemos examinado las pruebas 
independientes con un número finito de resultados equiprobables, 

Examinemos ahora las pruebas independientes Q, y Q, en las 
que se observa la magnitud aleatoria E, en Q, y la magnitud aleatoria 
E en 0: (las magnitudes E, y Es no están ligadas entre sí de ningún 
modo). 

Sea p, (x) la densidad de la distribución de probabilidades de la 
magnitud aleatoria E, de modo que la probabilidad de cualquier 
suceso del tipo A, = {x; < E, < x}, o sea, «el punto aleatorio E, 
cae en el intervalo [x;, x;)», se da “por la fórmula (1.2): 


P(A)= f paa) de. 
AN 


Representémonos mentalmente, que el segmento la, b]' de los 
valores posibles de la magnitud aleatoria E, (este segmento puede ser 
también infinito) está dividido en N, partes de tal forma que los 
aciertos en cualquiera de los intervalos de división Aj = (Xn, Xa+1)h 
k= 1,2, ..., N, son sucesos equiprobables: 


Pla <E<S xm} = 0109 de => 
ES 


Eligiendo a N, lo suficientemente grande, se puede determinar 
con cualquier exactitud la probabilidad del suceso A (probabilidad 
de caída del punto aleatorio E, en el intervalo [x;, xl, por la fórmula 
siguiente: 

Ay 


PA) = Y f pad 
Es 
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donde la suma se realiza en aquellos k, para los cuales Ax = xi, x71 
y N, (41) es el número de intervalos de la división que caen en el 
segmento considerado [x;, 34]. Esto significa de hecho, que podemos 
determinar con cualquier grado de exactitud, las probabilidades de 
diferentes sucesos ligados con la prueba Q,, examinándola convencio- 
nalmente como prueba con un número finito de resultados equipro- 
bables, cada uno de los cuales representa en sí el acierto del punto 
aleatorio E, en el intervalo correspondiente de la división Ay, k = 


Des ses Na 
Lo mismo se puede decir sobre la prueba Q; donde se observa la 
magnitud aleatoria E. con la densidad de distribución de probabi 
dades p(x), y se examina el suceso Az = {x < Es < 15). Uti 
zando la fórmula (2.1) para los sucesos con un número finito de resul- 
tados equiprobables, para valores suficientemente grandes de N, 
y Ny (que significan el número de intervalos de la división en cada 
prueba por separado), tendremos con cualquier grado de exactitud: 
para el suceso A = Áy-A2 


P(4)= al MAS <P (4) (Aa). 


Esto indica que en realidad debe tener lugar la igualdad exacta 
P (A) = P (4)-P (An, 


es decir, de nuevo llegamos a la fórmula (2.1), obtenida anterior- 
mente, sólo para las pruebas independientes con un número finito 
de resultados equiprobables. 

Examinemos, por último, los sucesos arbitrarios A, y Az ligados 
zon algunas pruebas independientes Q, y Qs. Igual que anteriormente, 
al hablar sobre la independencia, aquí tenemos en cuenta las con- 
diciones físicas concretas, para las cuales ninguno de los resultados 
de la primera prueba influye de ningún modo sobre el resultado de 
la segunda (y viceversa). > 

Está claro que la probabilidad del suceso A = A, -Az en las pruebas 
independientes dadas 2,, L deberá ser la misma que en las pruebas 
independientes cualesquiera Q;, cuando nosotros examinamos 
cualquier suceso A“ = A¡-A¿, donde los sucesos A; = Q y A; <= 
< Q; tienen la misma probabilidad que los sucesos tom 
cipio A; = Q, y As = Qe. Ahora bien, para cualesquiera probabili- 
dades py = P (A,) y pz = P(Az) se pueden realizar las prucbas 
independientes Q, y Q; del tipo descrito anteriormente (en los que 
se observan determinadas magnitudes aleatorias E, y Es con densidad 
de distribución p; (x) y pe (x)), eligiendo los sucesos correspondientes 
A; y A; con las mismas probabilidades p, = P(A;) y pa = P (A;). 
Anteriormente ya se mostró que debe cumplirse la relación P (4; -A= 
= pı-pa y por consiguiente P(A,-A2) = Py*P2- 
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De tal modo, la fórmula (2.1) debe tener lugar para los sucesos 
arbitrarios Ay, Az, ligados con las pruebas independientes Q, Qz. 

En la teoría de probabilidades, como en cualquier otra disciplina 
matemática, se opera con conceptos que se formulan dentro del cuadro 
del modelo teórico correspondiente. El modelo teórico probabilístico 
general se describe como un determinado espacio Q de resultados ele- 
mentales œ, donde para determinar la clase de conjuntos A = 9, 
llamados sucesos, las probabilidades indicadas P (A) se someten 
a la regla de adición (1.12). En tal descripción no se dice una palabra 
sobre las determinadas «condiciones físicas concretas» cuyo análisis 
permitiese juzgar sobre la independencia de tales o cuales sucesos 


n Åz = Q. 
Dentro del cuadro del modelo teórico-probabilístico general se 
considera señal de independencia de los sucesos , ly al cumplimiento 


de la propia relación (2.1). Se llaman independientes precisamente, 
los sucesos A, y Az si z 


P (A, -A2) = P (A,) -P (A3). (2.2) 


Ejemplo. Supongamos que de la baraja de naipes se saca al azar 
una carta. Tenemos una prueba concreta, que cabe en el esquema de 
un número N finito de resultados .equiprobables (M es el número de 
naipes en la baraja, digamos V = 52). Examinemos los sucesos Ay 
o sea, ese saca un naipe del palo de bastos» y Az «se saca un caballo». 
A la primera prueba le favorecen N (A,) = 13 resultados elementales, 
ya que en el montón se tienen 13 naipes del palo de bastos, y por eso 
P (A,) = 13/52 = 1/4. Al segundo suceso le favorecen N (Ay) = 4 
resultados elementales, ya que se tienen 4 caballos y por eso P (A) = 
= 4/52 = 1/13. Por último, al suceso A,-Az, o sea, «se saca el caballo 
de bastos», le favorecen, exactamente, un resultado elemental, y 
P (A,+A2) = 1/52, Se ve que tiene lugar la relación (2.2) y, por con- 
siguiente, los sucesos A, y Az son independientes. 

Este ejemplo sencillo ya demuestra que el concepto de indepen- 
dencia, dado anteriormente, permite con exactitud matemática 
utilizarlo allí, donde, a pesar de toda la sencillez «de las condiciones 
físicas concretas» de la prueba examinada, es difícil abordar de otra 
forma la cuestión sobre la independencia de tales o cuales sucesos 


ALyA 

A propósito, a en el ejemplo examinado antesiormente cambiamós 
las condiciones de la prueba, añadiendo a los 52 naipes de la baraja 
corriente M naipes en blanco («carte blanche») entonces los sucesos 
A, «que sean bastos» y Az, «que sea caballo» serán de forma evidente 
dependientes; para un gran M (digamos, M = 1000) casi con seguridad 
el naipessacado será «carte blanche», y la probabilidad de sacar los 
bastos es muy pequeña; para la condición de que el naipe sacado sea 
el caballo (suceso Az), el suceso A, (que el naipe sacado sean bastos) 
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se hace completamente real, se debe considerar que la probabilidad 
del suceso A, en las condiciones Az será igual a 1/4. 

En general, los sucesos Ay, Az, . . . se llaman independientes entre 
si, (abreviadamente: independientes) si la probabilidad de la inter- 
sección Ay, ... Aj, para cualesquiera valores distintos is... 

sa ln es 


P(A, -.- Ar) = P (Ai) PA)... (23) 


Supongamos que se examinan determinadas pruebas Qy, s, con 
los resultados posibles wy, 692, . . . . Se puede determinar la «prueba 
compleja» Q como el espacio de los resultados elementales œ = 
= (61, 02, - . .), donde w es el resultado elemental en (y, ws es el 
resultado elemental en Qs, etc. El mecanismo de aleatoriedad de tal 
prueba se describe corrientemente con las probabilidades P (A), . - . 

. A,) de todas las intersecciones posibles de los sucesos Ay, = 
E Qu Ay, E Li, » » > » Si para cualesquiera sucesos Ar, ++, Aip 
(ligados con diferentes pruebas 2, Q;,), tiene lugar la relación 
(2.3), entonces los sucesos Qy, Qa, ... se llaman independientes. 

2. Probabilidad condicional. Junto al concepto de independencia, 
uno de los más importantes conceptos en la teoría de probabilidades 
es la llamada probabilidad condicional, que da la característica general 
del enlace de distintos sucesos. 

Sean los sucesos A,, Az ligados con la prueba Q, que tienen un 
número finito N de resultados equiprobables w. 
Supongamos que nos es conocida la aparición del suceso Az (pero no 
sabemos el resultado elemental œ de la prueba dada). ¿Cuál es la 
probabilidad del suceso A, en estas nuevas condiciones, cuando es 
conocida la aparición del suceso Az? 

Está claro, que en las nuevas condiciones pueden haber, en efecto, 
sólo N (As) resultados elementales distintos (cada uno de los cuales 
puede conducir a la aparición del suceso A»). Si designamos por 
N (A,+A2) el número de aquellos resultados elementales del número 
de los resultados w € Az que conducen al suceso Ay, entonces sería 
natural determinar la probabilidad del suceso Ay, (en condiciones 
de aparición del suceso A+) como la relación Č Ab (compárese 
con la fórmula general (1.1)). Pero observemos que el número 
N (4,42) coincide con el número de todos los resultados elementales 
w E Q que conducen a la aparición de ambos sucesos Ay, Az (es decir, 
al suceso A, f) As). Tomando en consideración, que 


V(Aj- Az) 
LAAD, P(A)= 


podemos expresar la probabilidad del suceso A,, determinada ante- 
riormente, en condiciones de la aparición de Az (designada en adelante 
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por P (A, | 42) por la fórmula 


Pala). (2.4) 


Esta fórmula también tiene sentido en el caso general (para 
P (42) > 0); ella determina la probabilidad condicional P (Ay | 42) 
del suceso A, en condiciones de la aparición del suceso As. 

En vista de la importancia de este concepto lo aclaramos, aún 
más, en un modelo. Imaginémonos que la prueba examinada consiste 
en la observación de un punto aleatorio E en un determinado espacio 
fásico X, actuando precisamente, el «mecanismo de aleatoriedad» 
del siguiente modo: la probabilidad de caida del punto aleatorio en 
la zona A = X (suceso A) es proporcional al volumen de esta zona, 
que se determina como la integral por A de una función determinada 
positiva integrable p (x): 


P(A) =y | pda, 
à 
donde V es el volumen de todo el espacio fásico: 


V= | podr. 


Supongamos que al observador le es conocido que el punto aleato- 
rio E cae en una determinada zona As (suceso A). ¿Cuál será en estas 
nuevas condiciones la aleatoriedad de caída en una u otra zona A/? 

Está claro, que bajo la condición de caída en la zona Az, el punto 
E podrá caer en la zona Ay, sólo en el caso, cuando se tiene una inter- 
Sección no vacía A;N Az, siendo la caída en A, en las nuevas condi- 
ciones, equivalente a la caída en la intersección indicada Ay f Az, 
que se realiza con la probabilidad proporcional al volumen corres- 


pondiente È p(x)dx. Por consiguiente, en condiciones de la caida 


años 
en la zona Az, el punto aleatorio E cae en la zona A, con una proba- 
bilidad, igual a pgg | p()dx, donde V (42) es el volumen 
ANA 
de la zona As, es decir V (42) = S p (x) dx. Vemos que esta pro- 
de 
babilidad P (A, | 42) coincide con la relación PA. 


Partiendo de la probabilidad condicional P (A, | A2), se puede 
introducir el siguiente concepto de independencia: el suceso A, no 
depende del suceso A», [si la probabilidad de aparición de A, no se 
cambia al aparecer el suceso Az, más exactamente, si la probabilidad 
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condicional P (A, | A2) coincide con la probabilidad inicial P (4) 
del suceso examinado Ay, es decir: 
P (4,14) = P(A). 

Pero como vemos, en la fórmula (2.4) esta igualdad es equivalente 
a la igualdad (2.2) y de nuevo llegamos al concepto anterior de inde- 
pendencia de los sucesos Ay y Az 

En las aplicaciones, cuando se trata de hallar la probabilidad 
P (A) de tal o cual suceso A, ligado con una determinada prueba com- 
pleja Q, es cómodo suponer condicionalmente, la realización, de uno 
u otro modo, del suceso elegido B, si la introducción de esta condición 
simplifica la prueba y permite determinar la probabilidad condicional 


P(A |B). 
Supongamos que tenemos, precisamente, un tal sistema llamado 
sistema completo de sucesos By, Bz, . . . de modo que como resultado 


,uno y sólo uno, de los sucesos 
+ + (en otras palabras, estos sucesos no se cortan y su unión 
So cierto). Después de determinar las probabilidades con- 
P (A | B,) del suceso A que nos interesa, en diferentes 

ci <- se puede calcular la probabilidad 
P (4) del suceso A por la siguiente fórmula de la probabilidad total: 


P(A) F PALBAP B). (2.5) 


de la prueba examinada ocur: 


Esta fórmula se puede deducir fácilmente, representando el suceso 
A como la unión de Jos sucesos que se cortan A, = A Bu, R 


1 A-U B= U (A-Br), 
a » 


y utilizando la regla de adición de probabilidades (véase (1.12), 
según la cual 
P(A) X P (A-B). 


Expresando los sumandos P (A -B,) a través de la probabilidad 
P (A-B,) = P (A | B,)*P(B1), obtenemos la igualdad (2.5) 
Para ilustrar las posibilidades que abre la utilización de la fór- 
mula de la probabilidad total, detengámonos aunque sea en un ejem- 
lo 


Ejemplo (tarca sobre el arruinamiento del jugador). Examinemos 
el juego Mamado de «cara» o «cruz» cuando el jugador elige la «cara» 
o la «cruz». Si cac la cara de la moneda designada por el jugador, 
entonces gana recibiendo, digamos, 1 rublo; en caso contrario pierde 
lo mismo. Supongamos que el capital inicial del jugador consta de 
x rublos y el jugador se plantea el objetivo de aumentarlo hasta una 
determinada suma de «> x rublos. El juego se termina cuando el 
jugador o bien reúne la suma a delerminada anteriormente, o bien 


32 Cap. 1. Conceptos jundamentates de la teoria de probabilidades 


se arruina, perdiendo todo el capital que tenía. ¿Cuál será la pro- 
babilidad de que, al fin o al cabo, el jugador se arruine, ya que no 
reunió la suma a de rublos deseada? 

Es claro, que esta probabilidad depende del capital inicial x 
y de la suma final a. Designando por p (x) la probabilidad de que, 
teniendo el jugador x rublos, a pesar de todo se arruina. Entonces 
la probabilidad de arruinamiento en condiciones de ganancia en el 
primer paso en nuestras designaciones será p (x + 1), ya que después 
de la ganancia el capital se hace igual a x + 1. Análogamente, la 
probabilidad del arruinamiento en condiciones de pérdida en el pri- 
mer paso es igual a p (x — 1), ya que después de la pérdida el capital 
del jugador quedará igual a x — 1. Designemos por B, el suceso, 
consistente en que el jugador ganó en el primer paso, por By el suceso 
consistente en que perdió y sea A el suceso que significa el arruina- 
miento del jugador. Las probabilidades condicionales del arruina- 
miento se expresan en las designaciones admitidas por nosotros así: 


P(11B)=p(x+10, P(A |B) = p (x — 1). 


Los sucesos B, y Ba forman un sistema completo, ya que en el 
primer paso el jugador o bien gana o pierde, siendo P (By) = P (Ba 

= 1/2. La fórmula de la probabilidad total da la siguiente relación 
de las probabilidades buscadas p (x): 


p= g P+ +p) 


para todos los x = 1, . . „, a— 1 (evidentemente se debe establecer 
que p (0) = 1 y p (a) = 0). 
La solución de la ecuación 
Fe+D=2(0)—[/(—D, 12... 
con relación a la función f (x), la cual para 1 < x < a — 1 satisface 
a la probabilidad p (x), se determina sucesivamente a través de Yo = 
= f (0), y =f (1) y para todos los x = 2, 3, ..., y, por consi- 
guiente, puede existir sólo una solución con las «condiciones iniciales» 
ladas Ya = f (0), yı = f (1). Como se puede comprobar fácilmente, 
esta solución tiene la forma 
F(x) = Yo — (Y — yo) x, 
y para yo = 1, y, = p (1) obtenemos 
p(x) = 14 (1 — p (1) x, 
de donde, teniendo en cuenta que p (a) = 1 — (1 — p (1)) a = 0, 
hallamos p (1) =1—- y finalmente obtenemos 


PM) IZ, x=0, do... a- 
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$3. MAGNITUDES ALEATORIAS 
Y DISTRIBUCION 
DE LAS PROBABILIDADES. 
INDEPENDENCIA 


1. Distribuciones discreta y continua. En el cuadro de tal o cual 
modelo teórico-probabilistico, que se describe con el espacio corres- 
pondiente de sucesos elementales Q y con unas probabilidades deter- 
minadas P (4) de los sucesos A = Q, cuando se examina tal o cual 
magnitud aleatoria E, suponemos que su dependencia del suceso (más 
exactamente, del resultado elemental œ € Q) es tal, que están deter- 
minadas las probabilidades de todos los sucesos posibles del tipo 
(Y <E<x"). Aquí tenemos presente la magnitud aleatoria real, 
o sea la función real E = E (w) del resultado elemental w € Q. 

Inmediatamente se debe decir, que en las tareas teórico-probabi- 
lísticas, como regla, la dependencia explicita E = E (w) de w €Q 
no juega un papel importante, En efecto, la característica importante 
de dependencia entre la magnitud E que nos interesa y el caso dado, 
nos la dan las probabilidades 

PESES) (8.1) 

de todos los sucesos posibles A = {x' <E< x”}; en su conjunto, 
ellos muestran cómo está distribuida la probabilidad de caida del 
punto aleatorio E en tal o cual intervalo Íx’, x”l, en otras palabras, 
se da la distribución de probabilidades de la magnitud alealoria E. 

Al examinar una magnitud aleatoria dada E, se puede tomar la 
recta real El, en calidad de espacio de Jos sucesos elementales, fijando 
cada suceso elemental ($ = x) por el punto correspondiente x € Et, 
y determinando formalmente la dependencia entre E y el suceso ele- 
mental x € E! por Ja fórmula E (x)=x; el «mecanismo de aleatoriedad» de 
tal prueba se describe por la distribución de las probabilidades (3.1). 

Señalemos una vez más, que la dependencia explícita del suceso 
elemental (digamos, del tipo E (x) = x) no juega un papel importante 
desde el punto de vista del comportamiento probable de la magnitud 
aleatoria E; por ejemplo, a las mismas leyes de probabilidad se some- 
ten la magnitud aleatoria E (x) = x, —oo < x < oo, con una den- 
sidad de distribución uniforme (pz (x) = 4 para 0 < x < L, pm (x)= 

0 para x < 0, x > L), y el punto aleatorio sobre la circunferencia 
de longitud L, que determina la posición de la bolita en el juego a la 
ruleta (véase el $ 1). 

Supongamos que se tiene un número finito o numerable de valores 
de x, cada uno de los cuales la magnitud aleatoria Ẹ puede tomarlo 
con la correspondiente probabilidad 


PL0=PE=x5) (2P:9=1D, 


301104 
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es decir, la magnitud aleatoria E toma uno de los valores indicados x 
con la probabilidad 1 (de hecho estos valores de x son los únicos posi- 
bles para E). Tal magnitud aleatoria se llama discreta; también se llama 
discreta su distribución de probabilidades. 

Para cualesquiera x’, x” (4 < x°) 


Pir SESI) = Y Pi) (3.2) 
donde la suma se extiende a los limites señalados, al número finito 
o numerable de valores posibles de x para los cuales P; (x) > 0. 

La distribución de probabilidades de la magnitud aleatoria E 


se llama continua, si se tiene la densidad de probabilidad py (x); 
es decir para cualesquiera x', x” (x' <x") (véase (1.2) 


y 
Pi <<) P(x) dx (3.3) 
> 


(la densidad de la probabilidad py (x), o de otro modo: la densidad 
de distribución de probabilidades es tal función no negativa e integrable 


para la cual ACES =f}; 


La magnitud E, distribuida continuamente, toma cada uno de los 
valores fijados de x, sólo con una probabilidad igual a cero: 


PlE=x)= lim $ p(x)dx= 0, 
saae), 
ri Y 
y para cualquier punto de continuidad de la función pz (x) tenemos: 
P {x <E <x") ~ p a) Ax 


para Ax = x"— x > 0, X [x< x". 
Naturalmente, la magnitud aleatoria Ẹ puede no relacionarse ni 
al tipo discreto, ni al continuo (véase el ejemplo de la pág. 42). Se 
puede dar la distribución general de las probabilidades de la magnitud 
aleatoria E con ayuda de la llamada función de distribución 


Fi) = P {<x}, —o<r<o 84) 
y, precisamente, para cualesquiera x', x” (x <x”) 
P (£ SES) = F x") — Fe W — 0), 

donde Fy (v— 0) significa el limite lim F; (x — A) para A> 0. 


La función F; (x) que satisface a la igualdad (3.4) es no negativa, 
monótona creciente (no decreciente) y continua por la derecha 
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(Fs (o 


F œ + 0), siendo 
lim F¿() 0, limF¿() 1 


Las propiedades enumeradas se pueden deducir, fácilmente de la 
aditividad y continuidad de las probabilidades. Precisamente, el 
suceso (E < x} es la intersección de los sucesos monótonos decrecientes 
E < xn), donde xa, n = 1, 2, . . ., es cualquier sucesión monótona 
lecreciente, que converge en x, y según la propiedad de continuidad 
de la probabilidad lím P (E< xn} = P {Ẹ < x}; según esta misma 


propiedad, para los sucesos (E< xa}, xn — 00, que dan en su 
intersección el suceso imposible (vacío) lim P (E < xn) = 0; para 


los «sucesos monótonos crecientes (E < Xp). xn —> +00, que dan 
en su suma el suceso cierto (E< +00), lim P(E=<x,)= 1 


Luego, el suceso (E < 1) es la unión de los sucesos que no se cortan 
{< x} y (x<E<x"), de modo que 


Pic ES) = PESK PES 
y 
P ESIE lim P LEK) Fyw") — Fi (0). 
Señalemos que para la magnitud discreta Ẹ 
R (x) 2 PD, 


y para la magnitud aleatoria distribuida continuamente 


Faa) | md, 


donde p (x) es la densidad de probabilidad corres- 
pondiente, que coincide en sus puntos de continuidad con la derivada 
de la función de distribución: 


pe lx) = Fi (o. (3.5) 


2. Distribución conjunta de las probabilidades. Examinemos dos 
magnitudes aleatorias E, y Ez dependientes del resultado elemental 
o €Q de una misma prueba. 

En calidad de modelo formal se puede tomar la prueba, consistente 
en la observación de las magnitudes aleatorias Ey, Es, y más exacta- 
mente, en calidad de espacio de los sucesos elementales se puede tomar 
el plano real E?, fijando cada suceso elemental (E, -Xu En — x2} 
con el punto correspondiente (x,, x2) € E? y determinando, formal- 
mente, la dependencia entre las magnitudes E,, Es y el resultado ele- 


ES 
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mental (x, xa) € E? por la fórmula Es (Xy, xa) = x, Es (Xn x2) = 
= xy; el «mecanismo de aleatoriedad» de tal prueba se da por la dis- 
tribución conjunta de las probabilidades, es decir, las probabilidades 
P {SuSa 1<b=<x%) 
de todos los sucesos posibles A = {x; <E<xi 4 S Ë: < <4). 
Señalemos que £,, Ez se pueden considerar como coordenadas de 
una magnitud vectorial aleatoria E = (E, E2) con una distribución 


de probabilidades, dadas por las probabilidades de caída del punto E 
en las distintas zonas rectangulares del tipo A = Lx, x31 X lx, xil: 
P {$ EA) =P {x S E Si << i) 

Para las magnitudes discretas (E,, Es) la distribución de probabi- 
lidades se dan por las probabilidades 
P yr ta (Xi, Xa) = PE = xy, Ea = M2), 0 < Xi Xa < 00, 
y precisamente, 
= g 
Pò <Er Sii Y Y Pan ta(n xah (3-6) 
54 
donde en los límites indicados la suma se realiza por el número finito 
o numerable de valores (xı, xa) para Jos cuales Pg, ga (Xy, X2) > 0. 
Las distribuciones de las probabilidades de cada una de estas 
magnitudes Es, Es pueden ser determinadas por separado según las 
fórmulas 


Paes A Puelo) 
y (3.7) 
Pu (x)= A, e Pin ta a 


que se obtienen de (3.6) para x; = —0o, xj = 00 y x; = —00, xj =00, 
Se dice que las magnitudes aleatorias É,, Ez tienen una distribución 
conjunta continua de probabilidades, si existe la densidad de probabili- 
, o de otro modo, la densidad de la distribución conjunta Prags (Xi, xa) 
Saa función no negativa integrable, de un par de variables (X,, x2) € 
EE, 
TAA 
f f Petale zo de de =1, 


de modo que 


EEA 
PLEK Ll | puududes 88) 
LE 
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La fórmula (3.8) se puede volver a escribir en la forma 
P (Ens Es) €A} = | È Pes, te (ns 42) de dras (3.9) 
A 


Mostremos, que ésta se puede extender desde los rectángulos A = 
= lx; x1 x lx, x3l a las zonas de estructura más compleja, por 
ejemplo, a cualesquiera zonas A con 
frontera lisa a trozos. 

Observemos primeramente, que la 
probabilidad de caer en el rectángulo 
cerrado Ix, 431 x Lx, x] y en el rectán- 
gulo semiabierto (x, XI x (xp X] es 
una misma, ya que la probabilidad de 

jue el punto aleatorio (Es, Es) del plano 

a caiga en la frontera del, rectángulo es 
igual a cero. Esto se puede deducir, fácil- 
mente, de la fórmula (3.8) y de la pro- 
piedad de continuidad de la probabilidad. 
Pero tratándose del rectángulo semiabierto del tipo (x;,x%] X (% 
utilizando la ley de adición de probabilidades, podemos extend 
fórmula (3.8) a los polígonos A, que admiten la división en rectán- 
gulos que no se cortan. A, del tipo indicado: 


P (En E) €A} = D) P((Es E) EA) 
i 


2 j $ Pu. 30 9% xa) dx, dx= j | Pis tatxo Xa) dx, dxa. 
a ak a 


Pongamos atención a la circunstancia de que los rectángulos semi- 
abiertos Aa quedan sin cortarse, incluso al tomar contacto 
uno con otro (lo que no se puede decir de los rectángulos cerrados). 

A continuación, examinando ahora la zona A con frontera lisa 
a trozos, podemos inscribir en ella el poligono A’ (A' = A) (fig. 8) 
del tipo examinado anteriormente, de modo que para cualquier valor 
dado de e> 0 


PREAJ= | f pu utn xd dada >2 
a 


> | $ Pes. ta (trs xa) dx dxa 
ñ 


Ya que para A’ = A el suceso (E € A”) pertenece al suceso (8 € A}, 
entonces P(E€ A) = P (E €/4) y tanto más 


PEAS | f ps a(n xa) de dra—e. 
A 


38 Cap. I. Conceptos fundamentales de la teoria de probabilidades 


De modo completamente análogo, utilizando el correspondiente 
polígono A”, circunscrito junto a la zona A (A = A”), se puede obtener 
la desigualdad 


PREAS | | rial 10 des drte. 
R 


Debido a la arbitrariedad de e, de aquí sacamos la conclusión de 
que en realidad 


PREA) = | | Pes, ta (ži x2) dx da, 
a 


lo que se exigia demostrar. 

Señalemos, que si las magnitudes aleatorias E,, Ex tienen una 
distribución conjunta de probabilidades con la densidad py,,za (X1, X2), 
entonces, cada una de ellas por separado también tiene densidad de 
distribución de probabilidades; precisamente, utilizando Ja fórmula 


(3.8), para x, = —00, x; = o0 y x; = —00, 

tra $ xi = œ, no es difícil comprobar que 

j i 

| 20 AS ] 

| i y Es (3.10) 

po] pr (a) = | Pis ta (n xa) de. 
Fan S 
0 2 T 


, La afirmación inversa, hablando en gene- 

Fig. 9. ral es falsa. Para las magnitudes aleatorias E, 

y Es que tienen por separado las densidades 

de distribución pz, (xı) Y Pra (x2), la densidad de distribución con- 

junta puede no existir. Por ejemplo, así será, precisamente, en el 

caso cuando E, = E y P ((E1, E2) € A) = O para cualquier zona A 

sobre el plano (xı, x2), que no se corta con la recta x, = xa; para la 
zona arbitraria A 


P (Es ES (2) dx, 


donde B significa un conjunto sobre el eje x,, que se obtiene como ima- 
gen de la intersección A con la recta x; = xa en su repre- 
sentación (xı, x2) > x, (fig. 9). 

Las magnitudes aleatorias E, y E2 se llaman independientes, si 
para cualesquiera intervalos [x;, xi] y lx;, x3l los sucesos (x; < Es < 
<x) y (% <È < 1) son independientes, es decir, 


PASES E SA) =P (SE SA) 
x'P {4 < i < a) 
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Como se ve fácilmente, la independencia de las magnitudes dis- 
eretas E, y Es significa, que la distribución conjunta de probabilidades 
se determina por la fórmula 


xa) = Pu (x1) Pia (x2). (8.11) 


En caso de la distribución continua de las magnitudes independien- 
tes El y Ea 


Pista (Yi 


xi 
f Pi (t) X 


PiSu eL 


x ds] Pra (x2) dxa =1 
xi 


xi 


LP ta (1) Pra (22) dy de 


para todos los intervalos Lx;, x7l y lxz, x3l. Vemos que se tiene una 
densidad “de distribución conjunta, y precisamente 


sa (Xis Xa) = Pia (X) Pra (0) (3.12) 


ilmente, que si la densidad de distribución con- 
junta Pyta (Xi xo) se expresa por la fórmula (3.12), entonces, las 
magnitudes aleatorias E, y Ez son independientes. 

3. Transformación de las magnitudes aleatorias. Examinemos la 
cuestión de cómo varía la distribución de probabilidades de las mag- 
nitudes aleatorias durante tal o cual transformación. 

Anteriormente, en el $ 1 se mostró que para la magnitud aleatoria 
E con densidad de probabilidad pg (x), durante la transformación 
mutuamente univoca y = y (x), donde q (+) #0, la densidad de 
probabilidad Pa (y) de la magnitud y = q (E) se determina por la 
¡órmula (1.4). El método de sustitución de la variable, utilizado al 
deducir esta fórmula, también se puede utilizar en el caso cuando en 
determinados puntos y” (x) = O y la transformación y = q (x) no es 
mutuamente unívoca. 

Ejemplo. Examinemos la transformación y= x°. Evidentemente, 
para la magnitud aleatoria y =Ẹ° tenemos (fig. 10) 


Py <n<y)=P(—x<ES —x LP <E< x= 


5 e 
= | midis] mar Ir (+ (01d 


A 
= f imt- VDE VD ds, 
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y de tal modo, la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria 
n es 


( IVD Vig y>0 
Po)= o, y<0. 
En el $ 1 fue mostrado que para las magnitudes aleatorias (E,, E-) 


con densidad de probabilidad Pia (Xi xp) durante la trans- 
formación mutuamente univoca del plano 


47 Ha = Qa (Xis Xa), Ya = Po (Xo Xa) con un 
| -  jacobiano no degenerado 
| yz? pi de 
n dx Txa 
i= e Iez 
Dx, Ixa 


la densidad de probabilidad Pns, ns (Wis Ya) 

de las magnitudes aleatorias 1, = qa (Es Ed), 

ma = a (Es, Es) se determina por la fórmula 

(1.7). Esta fórmula también tiene sentido 

Fig. 10, ara la transformación, en la cual el jaco- 

Piano 17 | se convierte en cero en determi- 

nadas líneas separadas, que dividen el plano E? en zonas que no se 
cortan, dentro de las cuales el jacobiano | / | no se hace cero. 

La fórmula (1.7) también se puede utilizar cuando se trata de la 
transformación del tipo y =p (Es, Es). Si se puede introducir, pre- 
cisamente, la transformación auxiliar m, = n, na = Ya (En Es) que 
conduce a la densidad Prima (Y1, Ya) del tipo (1.7), entonces la densi- 
dad de probabilidad pn (4) de la magnitud y será (véase (3.10) 


sa T de 


Pnl) = $ Putaan y) Walo Idy (8-13) 


Ejemplo. Sean E, y Ez magnitudes aleatorias independientes con 
densidades de distribución de probabilidades p, (4) y pa (x). Halle- 
mos la distribución de probabilidades de su relación s/z. 
Observemos primeramente, que ya que Ez =0 solamente con 
una probabilidad igual a cero, la magnitud n, = E4/E2 toma valores 
finitos con una probabilidad 1. Examinemos la transformación 


n=ž, n=% (n=, m=t) 


con el jacobiano |/|%= yal. La densidad de probabilidad 
Pmuns (Yi, Ya) de las magnitudes 1,, na en cada una de las zonas ya < 0 
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Y Ye > O se puede determinar por la fórmula (1.7) 
Pa (91° Y2) Pa (Ya) ya para ya >0 
— Pı (91+ y2) Pa (Y2) ya para ya < 0. 


Teniendo en cuenta que la densidad de probabilidad de la magnitud 
m tomada por separado es 


Pas, m (Yes m-| 


Pauly) = f Pr ma (Ys Ya) dyn — 00 < y < oo, 


en el caso considerado tenemos 
æ o 
Palu) = f pı (yx) palx)xdx— f pi (yx) palx)xdx. (3.14) 


Ejemplo. Sean E, y Es magnitudes aleatorias independientes con 
densidades de probabilidad p; (x) y pa e: gan serà la distribución 
de probabilidades de su suma Ef 

La transformación qu (xs, pa a LEE 
se puede complementar hasta la transforma- 
ción no degenerada del plano, suponiendo 
que Pz (X;, xo) = xa. Con ello |/|=1 y 

We (Ys Ya) = yas a (Ys Ya) = Ys — Yao 

Para las magnitudes independientes Es, Ez 
la densidad conjunta de probabilidad es 
Prosa E Xa) = pi (x) pa (x2) y para las 
magnitudes n, =E + En n=. la 
densidad de probabilidad Será Pm, m, (Yu 42) = pi (Ya) "Pe (Ua): 
Por consiguiente, la densidad buscada pn, (y) es 


Pr (i) = $ Pı (y—x) pa(x) dx. (3.15) 


Esta expresión de la densidad de distribución de probabilidades 
de la magnitud aleatoria E, + Es se lama envoltura o composición 
de las densidades p, (x) y Pa (2). 

Sean, en caso particular, Ey, Es magnitudes aleatorias independien- 
tes con distribución uniforme en el segmento [0, 1). La densidad de 
zada una de ellas es 


[1 para 0<x<1, 


PLÓ=V o para x<0, r> 1, 
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y para la suma y = E, + Ẹ obtenemos de la fórmula (3.15) el tal 
llamado triángulo de distribución con densidad (fig. 11) 


y 
f dy=y para 0<y<1, 
è 
Ñ 


Mmi) 
? í) dx=2—y para 1< y<? 
Pa 


0 para y<0, y>2. 


4. Distribuciones condicionales de probabilidades. El enlace entre 
distintas magnitudes E y n (o de la magnitud E con un determinado 
suceso B), se puede caracterizar por la tal llamada distribución condi- 
cional de probabilidades. En aquellas condiciones cuando aparece, 
precisamente, el suceso B, el comportamiento probabilístico de la 
magnitud aleatoria E se describe por las probabilidades condicionales 
P (Y << x" |B}, hablando en general, se diferencian de las 
probabilidades iniciales P {x <E<x"). 

Ejemplo. Imaginémonos que sólo se puede observar una de las 
dos pruebas Q, o 2, en cada una de las cuales se examina una deter- 
minada magnitud aleatoria (E, en Q, y E en Qa). Con objeto de elegir 
una de las pruebas £2, o 2, el observador echa a la suerte, complemen- 
tariamente, de tal modo que se elige a Q, con la probabilidad dada 
qı y se elige a Q, con la probabilidad ga (q, + 92 = 1). En total, 
en lugar de las magnitudes E, y E2 aparece la magnitud aleatoria de 
la forma E = më, + (1 — n) Es, donde y no depende de E,, Es y toma 
con las probabilidades q,, q2 los valores 1 ó 0, respectivamente, Se 
ve fácilmente, que para la condición y = 1, esta magnitud E coincide 
con E, y para la condición y = 0, con la magnitud E». De acuerdo con 
e distribución de probabilidades de la magnitud aleatoria E 
es tal que 


P {æ SES ins lS P f hh 
P {r SESI =) IP Kah 


y segin la fórmula de la probabilidad total 

Pl LES} = gP (X < Bu La”) +ga:P (e L Es < 1). 
Si decimos que E, es una magnitud discreta que toma distintos 

valores de x con las correspondientes probabilidades Pz, (x), y Es 

es una magnitud distribuida continuamente con una densidad de 

probabilidad py (x), entonces 


x Z 
PELL) =g D) Pela) + a] Pelada. 
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Si E y 1 son magnitudes aleatorias discretas, entonces para el 
suceso B del tipo {ņ = y) la magnitud E ligada con y ya no tendrá 
la distribución de probabilidades anterior P; (x), sino la tal llamada 
distribución condicional P; (x | y) que de acuerdo con la fórmula (2.4) 
se determina así: 


Pil = Peal Penta Y) 


O o 10) 
donde x recorre todos los valores posibles de la magnitud discreta E, 
y P; „ (x, y) es la distribución conjunta de probabilidades de E y y. 

Ånalogamente, si E y y tienen una densidad de distribución con: 
junta paa 4), entonces consideraremos que para el valor fijado 
n= y, la magnitud E tiene una densidad de distribución condicional 
pelx ly), que determinamos por la fórmula 


pipa ED AA << oo. (3,17) 
Pty) 


Y Pron yde 


De las fórmulas (3. 16) y (3.17) se ve, directamente, que la magnitud 
aleatoria E no depende de 1, cuando, y sólo cuando su distribución 
de probabilidades condicional (para la condición y = y) no depende 
de y y coincide con la distribución inicial (incondicional). 

Señalemos Jas siguientes igualdades (compárese con la fórmula 
de la probabilidad total): 


P; w= 


Pa (ely) Pa U) (3.18) 


para las magnitudes discretas E y 1, 


pta) į Pally) Pal) dy (3.19) 


para las magnitudes E y n con densidades de distribución de proba- 
bilidades pz (x) y Pn (0); 

Para ilustrar, cuán útil puede ser la consideración de tal o cual 
distribución condicional, nos dirigimos de nuevo a la suma de mag- 
nitudes aleatorias independientes E,, Es con densidad de probabilidad 
p, (x), pa (x). Hallemos la distribución de la magnitud 1 = $; + En. 

Señalemos, primeramente, que la distribución condicional de 
probabilidades de la magnitud ņ en condiciones, cuando Es = x, 
coincide con la distribución de la magnitud E, + x, que tiene una 
densidad p; (y — x), — < y < oo (recordemos, que E, no depende 
de Ez, de modo que la densidad condicional de distribución de la 
magnitud E, coincide con la densidad incondicional p, (4). Según 
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la fórmula general (3.19) obtenemos la expresión ya conocida (3.15)1 
Pm(y= $ Pı (y—x) pa(x) dx. 


5. Magnitudes aleatorias multidimensionales. El conjunto de mag- 


nitudes aleatorias E, ..., En (que toman los valores numéricos 
Xi» + - -» Xn) suele ser cómodo examinarlo como una magnitud aleato- 
ria vectorial E = (E, -.., En) con las coordenadas Ej, .. +, En 


que en dependencia del caso toma tales o cuales valores x = (X1, + -- 
-, Xn) en el espacio vectorial E" de n dimensiones. 

Para las magnitudes discretas, la probabilidad de caer el punto 

E en tal o cual zona A = E" se determina así: 


PEcA)= 2A (e) (3.20) 
donde las probabilidades 


P; (x) = P {$ = x} = P (E = xu 
= P; 


Le 
dan la distribución conjunta de probabi 


co En 1) ==" 
En (Xp >> > Xn) (3.21) 


lidades de las magnitudes 
En + + «+ Ën. Para las magnitudes distribuidas continuamente E,, . .. 
..., En con la densidad de probabilidad 
Pr (X) = Piar ++ 00 8 (o + e ++ Xn) 


(rto>0, | ... f peden rde 1) 


la probabilidad del suceso (E €A} se determina así: 
PECAI=f es S p(x) dx. (3.22) 
4 


La diferencia con la fórmula (3.9) expuesta anteriormente, aquí 
sólo consiste en qué en lugar de la variable x = (x,, x2) en el plano 
E? tenemos x = (X;, ..., Xn) € E”. Todo lo dicho anteriormente, 
sobre las magnitudes unidimensionales con cambios análogos se 
extiende a las magnitudes multidimensionales. Particularmente, de 
una forma evidente se extienden al caso de n variables (x4, .. ., Xn) 
las fórmulas (3.7), (3.10) y también las fórmulas de transformación 
(1.4), (1.7) y (8.13). 

La independencia de las magnitudes vectoriales E, y Es significa 
las mismas propiedades (expresadas por las relaciones (3.11), (3.12), 
que para las magnitudes corrientes. Sin ningún cambio se determinan 
también las distribuciones condicionales de probabilidades de la 


$ 4. Esperanzas matemáticas de las magnitudes aleatorias 45 


magnitud vectorial E en relación a la magnitud también vectorial y 
(véase (3.16), (3.17))- 

El único concepto, esencialmente nuevo, para el conjunto de las 
magnitudes aleatorias E, E», . . . es su independencia mutua (abre- 
viadamente; independencia). Precisamente, las magnitudes aleatorias 
(unidimensionales) E, E> . . . se llaman mutuamente independien- 
tes, si para cualesquiera xi, xi; X% X3; - . . son mutuamente inde- 
pendientes los sucesos 


A<ES<%A), (<tb=<x%), ... 
Para las magnitudes discretas E,, . .., En la independencia sig- 
nifica que 
Pinsan ón (Xis + + e Xn) = Pia (X1) + + Pin (Xa), (3.23) 


y para las magnitudes distribuidas continuamente con las densidades 
de probabilidad py (xı), . . -, Pin (Xa), significa que su distribución 
conjunta de probabilidades tiene la densidad 


Piso «tn (av ++ eo Za) = Prs (%i) ++ Pin (En) (3:24) 


$ 4. ESPERANZAS 
MATEMATICAS 
DE LAS MAGNITUDES 
ALEATORIAS 


1. Esperanza matemática, definición y algunas fórmulas. Sea E 
una magnitud aleatoria discreta, que toma cada valor posible de 
x con la correspondiente probabilidad P, (x). Se dice que la magnitud 
aleatoria E tiene una esperanza matemática finita ME: 


ME= Y) Pil) (4.1) 

(llamada también valor medio de esta magnitud aleatoria), si la serie 

en (4.1) converge absolutamente (Y |x] PW) < 
< o). 

Ejemplo. El valor medio de la magnitud aleatoria E, que toma 

uno de los N valores posibles x = x, . . ., Xy con una misma pro- 


babilidad (igual a +) , es 
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Examinemos la magnitud aleatoria y = q (£) que tiene esperanza 
matemática, donde y = q (x) es una función determinada de la varia- 
ble x. Para el valor medio My (E) tiene lugar la fórmula 


MP) = D p) Pila), 12) 


donde la sumación se efectúa por todos los valores de x, para los cuales 
las probabilidades P; (x) > 0. 

En efecto, la magnitud discreta y = q (£) puede tomar, solamente, 
los valores y = q (x), donde x recorre los valores posibles de la mag- 


nitud discreta E, siendo Pa (4) = © P¿(x), se ve fácilmente 


Y 


que si la serie J) yP (y) converge absolutamente, entonces 


mod w= gy Y Pr. 


Exactamente igual, para el valor medio de la magnitud aleatoria 
n = 4 (Es, Es), que es una determinada función de las magnitudes 
En Es con la distribución conjunta de probabilidades Ppa (Xi, xa), 
tenemos 


Mp (Eo E) = Y Y Pla xa) Pis, ta (er 20) (43) 


(formalmente (4.3) coincide con (4.2), si suponemos que 
E= (En Ed y x= (xn xa). 
Según la fórmula (4.2), la esperanza matemática de la magnitud 


|El es MIEl= Y |x| P¿ (2), de modo que la condición de la 


convergencia absoluta de la serie D] xP; (x) puede ser expresada de 
la siguiente forma: M | E | < co (señalemos que la expresión M | E | = 
= Y |x | P; (x) tiene sentido para cualesquiera magnitudes, sola- 


mente, puede ocurrir que M | E | = 00). 
La esperanza matemática posee las siguientes propiedades. 
El valor medio de una magnitud constante es igual a sí misma 
y en particular. 
Mi=1 
Si existe la esperanza matemática ME, entonces para cualquier 
factor constante k, tendremos para la magnitud k-Ẹ que 


M (k-E) = -ME. 
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Para cualesquiera magnitudes E, y Es (que tienen las esperanzas 
matemáticas ME, y ME») 
M (E + En) = ME, + Més; (4.4) 


si E, S Ez, entonces 


ME, < Méx; (4.5) 
si las magnitudes aleatorias E, y E: son independientes, 
entonces 

M (Eia) = ME Mis. (4.6) 


Para cerciorarse de la justeza de las relaciones indicadas utilizemos 
las fórmulas (4.2), (4.3). Para q (x)= k»x tenemos 


Ml) t.xP(1)—4- È xP (9) AM. 


Tomando q (xy, xo) = x; + xa, obtenemos 


Mo (o Ea) = D Y Pan ta(n + D xa D Pis, ia (i 2), 


de donde (véase también (3.7)) se ve, que la igualdad (4.4) en efecto 
tiene lugar. Para cualquier función no negativa q (X xo) en 
todos los valores de x xs para los cuales las probabilidades 


Pinta X% x2) > 0, 
Mo (Ën Ea) = D P (is xa) Pra (a, 29 >0, 


y, en particular, M (E — E) >0 para Ẹa— ț > 0, de donde se 
educe que en este caso MẸ, < Mgs. Para las magnitudes indepen- 
dientes E, y Es la distribución conjunta de probabilidades se deter- 
mina por la fórmula (3.11) y para 9 (x,, x2) = X++ tenemos 


MP, t) = Y 2 (era) Par (a) Per) = 


Y Pul). Y xP: (12) MEL ME, 

La, fórmula (4.4) se extiende por inducción a cualquier número 

de magnitudes aleatorias Es, . . ., E, que tienen los valores medios: 
Mio H Ba) = Mbi + + MES: 


también se puede decir lo mismo sobre la fórmula (4.6); para cuales- 
quiera magnitudes mutuamente independientes 
ae En 


Més... En) = MES... Món. 
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Volvamos a la magnitud aleatoria arbitraria E (no obligatoriamente 
discreta). La definición de la esperanza matemática MĚ está basada 
en que cualquier magnitud E se puede aproximar con magnitudes 
discretas, tan exactamente, como se desee. Por ejemplo, si dividimos 
la recta real —o0 < x < œ con los puntos Xp,n (—00 < k < oo, 
SUP | Xan — Xavi | = en) y determinamos las magnitudes discretas 


aleatorias En así: 
En = Xion para xain < Ë S Mono 
entonces, evidentemente | En — E |< en y para e, > O la sucesión 
de magnitudes discretas E, n= 1,2,..., da la aproximación 
tan exacta como se desee para la magnitud inicial E. Si las magni- 
tudes E tienen las esperanzas matemáticas ME (es decir, M | En |< 
< œœ), entonces, según la desigualdad general (4.5) 
1ME, — MEm | <M [En — Em |< En + tm>0 
(| En — Èm | S |En — E | + | Em—E1< En + Em) 
y, Por consiguiente, existe el límite Jím MẸ„. Este límite se llama 


esperanza matemática (o valor medio) de la magnitud aleatoria E: 


Mi= lim Š i. aP a << A) (4.7) 


(Se ve, fácilmente, que para cualquier sucesión de magnitudes En, 
del tipo indicado, o en otras palabras, para cual- 
quier di ón de la recta real en intervalos (azi ns Xh, nl, para 
sup | Xn. n — Xai. a |— 0, el valor límite MẸ en (4.7) será el mismo). 


Evidentemente, las relaciones (4.4)— (4.6) se conservan durante 
el paso límite utilizado por nosotros desde las magnitudes discretas 
hasta las magnitudes aleatorias arbitrarias. 

Demostremos que para la magnitud aleatoria E con la densidad de 
probabilidad py (x) la esperanza matemática será 


M= | apr(x)dx (4.8) 


(donde la integral converge absolutamente: f lx] p (xde <00) . 


En electo, suponiendo Q()=x Y Pa(=Mk,n para tri. n< 
<X< Xr, n tenemos 


mS T EA arias] Pa (x) p; (x) dx, 
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donde 
fi ant rmd— | omde] f oew 


Xpi(x)dr<en | pi(x)dr=en > O para n=» o 


y, por consiguiente, Min > | papt) dr, es decir ME= 


xp(x)dx. (Se ve fácilmente, que la condición M|En|= 


= È [pn(x)lp(x)dx< oo presupuesta en la definición de la espe- 


ñ 
—a jos 


ranza matemática ME es equivalente a que | |9(9lphdx< o, 


olx) =x) 
Utilizando un método análogo de aproximación en la función 
y = q (x) con funciones constantes a trozos q (x), para la magnitud 


aleatoria y = p (E) en condiciones que ACTA (9) dx < œ 


se puede deducir que 


MO = f oalde (49) 


La misma fórmula tiene lugar cuando E= (£,, E) para la mag- 
nitud aleatoria y = q (E,, Es): o más exacto, 


Mob id= | | olx 100% deda (4-10) 


donde Pyta (Xy, xo) es la densidad de probabilidad de las magni- 
tudes E,, Ez, con ello, la condición de existencia de la esperanza 
matemática finita (M | q (E,, 2) |< œ) es equivalente a que 
$ $ Divas 01041. ta(n 12) de dx, < oo. 
Ejemplo. Sea E la magnitud aleatoria distribuida uniformemente 
en el segmento la, b), es decir, que tiene una densidad de probabilidad 
401104 
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de la forma 
nw- Hz Para a<x<b, 
O parax<a, x>b. 
Entonces su valor medio es 


» 
Mi= pe (xd. 


Examinemos la magnitud aleatoria E de «tipo combinado» (véase 
el ejemplo en la pág. 42): E toma un valor determinado de x con la 


probabilidad correspondiente P; (x) (Y Py (x) = q1), y en general 
cae en tal o cual intervalo lx", x°] con la probabilidad 


- x 
PESK) = Y Pr) | pelas, 


donde pz (x) es una función no negativa, È py (x) dx = qe, qi + 


+ qa =1, de modo que las probabilidades P} (x) = qī?-P; (x), 
—o < x< œ, y la densidad py, (x) = q3*-Pg (x), —00 < x < o0, 
dan, correspondientemente, las distribuciones de probabilidades de la 
magnitud discreta, digamos E, y la magnitud Ez distribuida continua- 
mente. Para tal magnitud E, la esperanza matemática ME puede ser 
expresada por la fórmula (compárese con (4.1), (4.8) 


MẸ = qM, + qM = J) xP; (0) + f xp (x)dx. (4.11) 


El concepto de esperanza matemática ME también se extiende a las 
magnitudes aleatorias E, que toman valores complejos: E =E, + 
+ iĝa, donde E, y Ez son magnitudes aleatorias reales. Precisamente, 
se supone que 

ME = ME, + iMẸa. 

Se ve, fácilmente, que todas las propiedades citadas de las espe- 
ranzas matemáticas también tienen lugar para las magnitudes com- 
plejas de la forma E = E, + ¿Ea (y en general, para las funciones de 
valores complejos q ($1; Ez); véanse en particular, las fórmulas (4.3) 


y (4.10). . g 
Como conclusión de este apartado observemos, que las fórmulas, 


anteriormente indicadas, (4.2), (4.3) y (4.9), (4.10), de forma evidente 
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se extienden a las magnitudes aleatorias multidimensionales E = 


= (En o.» En). 
2. Momentos, dispersión y desigualdad de Chebishev. Se llama 


momento (de orden k) de la magnitud aleatoria E al valor medio 
ME”. De acuerdo a las fórmulas generales (4.2) y (4.9) 


=} PP: 
para las magnitudes discretas y 


m= | pro) de 
para las magnitudes distribuidas continuamente. 
Se llama segundo momento MẸ? al valor de la media cuadrática 
de la magnitud aleatoria E, 
Es justa la siguiente desigualdad (Cauchy—Bunjakovsky): 


M | žite |< V MEV ME (4.12) 
para cualesquiera magnitudes E,, Es (qué tienen un segundo momento 


finito). 
Es 1< 1/2 (8 + EJ), de la limitación 


En realidad, ya que | Er 
de los segundos momentos ME? y MEE se dedica, que M | EjoEs |< 00. 
determinada positivamente 


Luego, la forma cuadrátic: 
M (xi | En |+ xa | Ba D? = MEL + 2x2 M | Eito | + MES 


de las variables xy, xs tiene un determinante no negativo, igual a 
MEME — (M | Eib 1%, lo que da la desigualdad (4.19). 


"Suponiendo que Ey = E, Ez = 1, obtenemos de la fórmula (4.12) 
que 

M|581<VME. (4.13) 

De (4.12) también se deduce la siguiente desigualdad importante 

ym ME: Y ME. (4-14) 


En efecto, 
MEL + Es P = MEL + 2MEJES + MES < ME + 2V ME VME + 
+ ME = (Y ME + VME). 
Luego, tiene lugar la siguiente desigualdad de Chebishev: 


P> gs BÉ, (4.15) 


para cualquiera e >0, 
+ 
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Esta se puede deducir fácilmente, de la desigualdad general (4.5). 
En efecto, si suponemos que 
0 para |E|<e, 
Ele para [E[>e, 
entonces, evidentemente, E-< |El y 
MIEP>ME = eP {E> e), 


que es equivalente a la relación (4.15). 

La desigualdad de Chebishev muestra que si el valor de la media 
cuadrática MÈ? es pequeño en relación a e*, digamos MEYe? < ô, 
y se puede despreciar, prácticamente, la posibilidad de realización 
del suceso (] E |> e) de pequeña probabilidad ô, entonces también 
será pequeña la propia magnitud aleatoria E, a saber: |Ẹ |< e; en 
particular, sí M | E |? = 0, entonces E = 0 con la probabilidad 1 (en 
general, si E>0 y MẸ =M | VẸP = 0, entonces E = 0 con la 
probabilidad 1). 

Examinemos Ja diferencia E — a, donde a = ME es la esperanza 
matemática de la magnitud E; se llama dispersión de la magnitud 
aleatoria E, y se designa por DE al valor medio cuadrático de la dife- 
rencia É — a, es decir 

DE=M(E—a). 

Según la desigualdad de Chebishev, 

Plli-a ><, 


de modo que para una dispersión selativamente pegueda DE, la mag- 
nitud aleatoria E toma con una gran probabilidad un valor cercano 
al a (en este sentido también se diferencia poco de la constante a): 


P(li-al<e)>1= E, 
articular, si DE = 0, entonces E = a con la probabilidad 1 (evi- 
den mento, la dispersión de la magnitud constante E = a será siempre 
igual a 0). 
Señalemos las siguientes propiedades de la dispersión. Tiene lugar 
Ja fórmula 7 
DE=ME—a (a=M}). 
(En realidad, M (8 — a)? = MẸ? — 2a-ME + a? = MẸ? — a’). 


Para cualquier factor constante k, tenemos para la magnitud 
aleatoria k-Ẹ que 


D (k-}) = £2-DE. 
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Sean Es y Es magnitudes aleatorias independientes. 
Entonces 


D (Es + Es) = DE, + Dex. (4.16) 


En efecto, si suponemos que a, = ME, y az = MẸ, entonces, según 
la relación (4.6) tendremos 


M (E, — a) (Ez — 42) = M (E, — 44) M (E2 — 42) = 0 


y 
D (i + Es) = M [gi — a) + (E2 — a)l? = 
= M (E, — 01)? + 2M (E, — a) (E: — a) + 
+ M (62 — a)? = M (i — a1)? + M (Ea — a2)* = DE, + Dis. 


Evidentemente, la fórmula (4.16) se extiende a cualquier número 
de magnitudes aleatorias mutuamente independientes Ej, .. ., Ent 


D (1 +. -e H En) = Dis. + + Dino 


3. Esperanza matemática condicional. Si es conocido, que aparece 
el suceso determinado B, el comportamiento probable de la magnitud 
aleatoria E (ligada de algún modo al suceso B) se describe por las 
probabilidades condicionales P {x < Ẹ < x” | B}. El valor medio 
de la magnitud E en relación a tal distribución condicional de pro- 
babilidades se llama esperanza matemática condicional (o valor medio 
condicional) y se designa así: M (Ẹ | B). 

Por ejemplo, para la magnitud aleatoria E = në, + (1— n) En, 
donde y no depende de E,, Ez y toma los valores correspondientes 
16.0 con las probabilidades g, q2 (q, + qe = 1) (véase el ejemplo de 
la pág. 42), su esperanza matemática condicional, al realizarse el 
suceso {n = 1) (en este caso E coincide con Ey), es M (Ẹ |y = 1) = 
= Mg Ñ al ocurrir el suceso (n = 0) (en este caso E coincide con 
Es), es M (Ẹ In = 1) = MEs. K ea 

Para la magnitud discreta E con la distribución condicional 
P, (x |B) = P {=x |B} la esperanza matemática condicional, 
según la fórmula (4.1), es 


ME|8)=2 xP; (x1B). 


En particular, si se trata del suceso B del tipo (n = y), entonces, 
para las magnitudes discretas E y y el valor medio correspondiente es 


MEIN=2 Pily) 


donde P¿ (x | y) se da por la fórmula (3.16). El valor medio condicio- 
nal de la magnitud E para las magnitudes distribuidas continuamente, 
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con la condición (n = y), será (compárese con (4.8) 
MELN=Í xm (ldx, 
donde la densidad condicional de probabilidad pz (x | y) se da por 
la fórmula (3.17). Análogamenie se determina el valor medio con- 
dicional M (E | y1, ....., Ya) en relación a determinadas magnitudes 
1 >: «+ Ma (con la condición de que n= Ys, ---, p Ya). La 
istribución condicional de probabilidades correspondiente se da 
para las magnitudes discretas E, n, . - ., nn por las probabilidades 
in (Fr Wir ++ +1 Yn) 


(Us => Yn) 


Pilly 


y para las magnitudes distribuidas continuamente por la densidad 
de probabilidad 


SETE 


En adelante para la unificación de las designaciones en el caso 
multidimensional, en lugar de (y,, ... ., yn) simplemente escribire- 
mos y. También con este fin, en lugar del suceso B examinaremos la 
magnitud y, que será igual a 1 cuando aparezca B e igual a 0 en caso 
contrario; entonces M (E | B) = M (Ẹ | g), y = 1. 

Evidentemente, para un valor fijado de y la esperanza matemática 
condicional M (E | y) posee todas las propiedades de las esperanzas 
matemáticas establecidas anteriormente. En particular, 


M (k$ lu) = kM GE ly) 
para cualquier constante k, 


M (Èi + Èa 1a) = M (Si 19) +M (Er 19, 


etc, (véanse (4.2) (4,11). Señalemos especialmente las siguientes 
propiedades: 
a) si-E no depende de la magnitud y, entonces 


ME |s) = MẸ; (4.17) 
b) si E, no depende del par de magnitudes ($+, 1), entonces 
M (B-52 19) = M (E) M (Ez 19). (4.18) 


La igualdad (4.17) es evidente. La igualdad (4.18) se obtiene, 
exactamente, igual que (4.6), ya que incluso en condiciones (n = y} 
las magnitudes E, y Ẹa quedan independientes, su distribución con- 
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dicional conjunta es tal que 


P, (A, Xa, Y) 
Pu, u(n a 


Pe, (Pa, n (2 Y) 
A Pe) Pully) 
para las magnitudes discretas) y 
Pr tn A A Y) 


An ( n (527) 
(z (z: 

mAT aa — py (x1) Pia (10) 
4para las magnitudes distribuidas continuamente con una densidad 
«conjunta Pr, tan (Xi Xz, y)). Naturalmente, la igualdad (4.18) 
es también justa para la magnitud vectorial y = (ms >- -, Ma), 
cuando y = (Yy, -.-, Yn); 

Luego señalemos la fórmula de la esperanza matemática total, 


análoga a (2.5): 
ME -PMEIBP (Ba), 


donde B,, Bz, ..., es el sistema total de sucesos que no se cortan. 
Del mismo tipo son las siguientes fórmulas: 


Pinta (Ao 2214) = 


ME= Y) MEg) Pal) 


para la magnitud discreta y con la distribución P (y) 


Mi= | MENA Wdy 


para la magnitud y que tiene la densidad de probabilidad pn (y) 
{estas igualdades se deducen, directamente, de la propia definición 
de la esperanza matemática condicional). 

Si consideramos el valor medio condicional M (E | y) como función 
de la variable y, y en lugar de y ponemos el valor de la magnitud 
aleatoria n, entonces M (E | n) se puede considerar como una magnitud 
aleatoria (que es una función determinada de n). Con tal interpreta- 
<ión la fórmula de la esperanza matemática total toma la siguiente 


forma: 
MIM (E |n} = ME. (4.19) 


Observemos también la tal llamada fórmula de la esperanza mate- 
mática repetida") que generaliza la igualdad (4.19) en el caso, cuando 


1) Véase más detalladamente sobre la cuestión por ejemplo, el libro de 
L 1. Guijman y A. V. Skorojod, citado anteriormente. 
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la distribución inicial de probabilidades por sí misma es con- 
dicional: 
M (MI iniit} =M(E10), 
donde la magnitud aleatoria (multidimensional) £ es una función 
de n. 
Señalemos la igualdad importante siguiente: 
M (ẹ (m) -È 19) = p (n) -M E In), (4.20) 
donde y (n) significa una magnitud aleatoria, que es una función de 1. 
En electo, para cada y fijada, el valor de ọ (y) es una constante, 


de modo que 
M lọ (E ly = o (u) M Ẹ 19). 
Para la magnitud aleatoria E que es el indicador del suceso A, 
1 para la aparición de A, 
E=1 0 en caso contrario, 
es evidente que ME = P (4). La esperanza matemática condicional 
de tal magnitud E para el valor fijado den, no es otra cosa 
que la probabilidad condicional del suceso A: * 
MẸ In) = P (A Im 
en este caso la relación (4.19) da la siguiente fórmula de la probabilidad 


total; 
P (A) = MIP (A |1)). (4.21) 


Hasta ahora no hemos tocado la cuestión sobre si existe la espe- 
ranza matemática condicional finita M (E | m) para tal o cual valor 
de y. La existencia de M (E |n) significa que M (|Ẹ |] m) < œ 
(véase el punto 1 en que se define la esperanza matemática). Si existe 
el valor medio incondicional finito M | E | (M | E |< œ), entonces 
la fórmula (4.20) de la esperanza matemática total nos da la siguiente 
relación: 


MIM(I$ |in] =M |E |< œ, 


de donde se deduce que M (I Ẹ | |n) < œ con la probabilidad 1. 
En efecto, la probabilidad de que la magnitud aleatoria y tome 
un valor, pa el cual É = M (| Ẹ | | n) no sea mayor que N, según 
la desigualdad de Chebishev es 
PESM=PIVESVM)>1—M 1 MEL 


de aquí inmediatamente se deduce, que 
PElI<oo)=limP(M(1El[) <N)=1. 
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Asi pues, sí M|Ẹ]< œ, entonces existe la esperanza matemática 
condicional M (Ẹ | n) para cualquier valor de la magnitud aleatoria 
y con la probabilidad 1. 

4. Distancia media cuadrática y coeficiente de correlación. Desig» 
nemos por H al conjunto de todas las magnitudes aleatorias E, para 
las cuales MẸ? < o. Como se deduce de la desigualdad (4.14), para 
las magnitudes arbitrarias E,, Ez € H, en H entra cualquier combina- 
ción lineal E = cE, + ca» y, en particular, la diferencia Ey — Ex. 

Introduzcamos la distancia media cuadrática entre las magni- 
tudes Ey, Es € H, determinándola como 


115 —E11=V MIE, — Eel- 

Esta es análoga a la distancia media cuadrática admitida en el 
análisis funcional, entre las funciones q, (x) y Q2 (x) de la variable 
x, a< x <b, que se determina así: 

è 


19 —ell= (f aet e de). 


donde f (x) > 0 es una determinada función llamada peso; aún más, 


para la condición | f(x) dx = 1 tenemos (véase la fórmula (4.9)) 
: 


Ilgi — Pall = (M 19 © — 000%, 


donde E, a < § < b, es una magnitud aleatoria con la densidad de 
probabilidad f(x), a < x < b. 

La distancia media cuadrática || E, —E2 || muestra en grado cono- 
cido la gran diferencia entre sí de las magnitudes correspondientes 
En Ex; en particular, se puede afirmar a base de la desigualdad de 
Chebishev, que los valores E,, Ẹ con una probabilidad no menor 


que 17 1 E, —t]1* se diferenciarán en no más de e: 
PE -e<> 


En este sentido, como ya se indicó, la dispersión DE = || — a ||? 
muestra, en los distintos resultados aleatorios œ, cuán grande es la 
desviación de la magnitud E (w) desde su valor medio a = ME; a pro- 
pósito, para cualquier constante Co 
M (Ẹ — co)? =M[(E— a) + (a — co)? = 

= M ($ — a)? + 2 (a — co) -M (Ẹ — a) + (a — co)? = 
=M(E— a}? + (a — co)? >M (E— a)? = DE, 
de modo que el valor medio a = ME es aquella constante, de la cual 
se desvía lo menos posible la magnitud aleatoria E en el sentido de 


58 Cap. 1. Conceptos fundamentales de la teoria de probabilidades 


distancia media cuadrática: 
mín |] §— co ll = 115 — a ll. (4.22) 
“o 


Examinemos las magnitudes aleatorias E, y Es. Planteemos la 
siguiente tarea: hallar una combinación del tipo C, + ĉe (donde 
E, y c& son determinadas constantes), que nos dé la mejor aproximación 
de la magnitud aleatoria E, en tal sentido que 

ME —¿—ót) = min ME —ca—cE) (4.23) 
enoa 
(el minimo se toma por todas las constantes c, y ca). 
Supongamos que 


M (Èi — as) (Ea) 
a, (4.24) 


donde 
a= ME, of = D, y di =MéEs, 0 = Dis. 
Pasemos para comodidad a las magnitudes aleatorias normalizadas 


m= pa y w= bza, 


Para cualesquiera constantes c y ĉa tenemos 
M (11 — Ci — Coma)? = M Ifi — ma) — ci + (r — ca) nal? = 
= (115) + + (r — o). 


Se ve que el mínimo de la expresión M (1, — €, — Caña)? se alcan- 
za, cuando c, = Ô y co=r: 


mín M (mn — G — ca? = Im — ma IP = 14%. (4.25) 


enea 
Expresando la diferencia ņ, — mm: a través de las magnitudes 
iniciales E, y Es obtenemos 
L ~ ei 
m=rm= g [iar t ea) ), 
y evidentemente la combinación lineal buscada 7, + ZaE2 en (4.23) es 
itits mtr E). (4.26) 


Aquí a, y az son las esperanzas matemáticas de las magnitudes aleato- 
rias Es y Èz, 07 7 o} son sus dispersiones, y la constante r determinada 
por la igualdad (4.24) es el tal llamado coeficiente de correlación de 
estas magnitudes aleatorias, que es la característica de enlace más 
elemental de entre E, y Es 
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Como se ve de la fórmula (4.25) el coeficiente de correlación r 
siempre se halla entre los límites —1 < r < 1, con ello, si r = —1 
ó r = 1, entonces la magnitud aleatoria Es es, sencillamente, una 
combinación lineal de la forma E, =Â + Cobo. 

En efecto, si r = —1 ó r = 1, entonces, según la fórmula (4.25) 
el valor de la media cuadrática de la magnitud E, — €, — ésta es 


ME —4 itt = 0 (11) =0 


Yi gor consiguiente, E, — €, — 6zEa = 0 con la probabilidad 1. 
i las magnitudes aleatorias E, y Ẹ son independien- 
tes, su coeficiente de correlación es igual a cero, ya que 


M (E, — a) (E2 — 42) = M (E, — a1) M (E2 — a) = 0. 

Debemos señalar, que la condición r = 0, hablando en general, 
no lleva consigo la independencia de las magnitudes aleatorias E, y E2. 

Sea, por ejemplo, E, una magnitud distribuida simétricamente, 
con una densidad p, (x) tal que p(—x) = p (x), —00 < x < oo 
y sea Es = | És |. Entonces, a pesar de que la magnitud Ex también 
es una función de E, el coeficiente de correlación de las magnitudes 
E, y de será igual a cero, ya que 


a =Mt= f xp (x)dx=0 


y como se ve fácilmente, 
MGa) ta) =M Et) | x1x1pe(x)dx=0. 
Examinemos la tarea general sobre la aproximación óptima de la 
magnitud aleatoria Ey con ayuda de combinaciones lineales Yan 


de otras magnitudes aleatorias E, 
según las características dadas 


ar= Mr, ok =M (E, —ax)”, 
Mr— 09) (09) 
Md (e, ¡=0, 


.» En: La tarea consiste en hallar, 


Prg laee 1) 


tales coeficientes ĉo Ĝ, ---, Ĉh para los cuales 
laat 2 Atl mia laet Aal 42m 


De Ja relación general (4.22) obtenita asteriónminta „Se ve, que 
si han sido hallados los coeficientes correspondientes Â, . . -, ĉn, 
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entonces, la constante ĉ es necesario elegirla del siguiente modo: 
=M KRA cats) =a X in 


Sin limitar la generalidad, se puede considerar a, = 0, k = 0, 1, . 
«a, n, y entonces también ĉ = 0. 

Ási pues, examinemos las magnitudes aleatorias Eo, b1, . . . En 
con valores medios nulos y con una matriz de correlación {Ray} cuyas 
componentes son 

Ray = MExEs (Ran = ok; Raj = 9019307) 
(,j=0,L, n). (4.28) 


La matriz de correlación (Ri) está determinada positivamente: 
para cualesquiera Valores reales de Co, Ci, -Cn 


a » 
> La cxcyRay=M a a)’ > 0, (4.29) 


y con su ayuda, en el espacio lineal H de todas las magnitudes aleato- 
rias de la forma 


t- Y ota (4.30) 
2 


se puede introducir el producto escalar, determinándolo para cuales- 


quiera El= Y cita y "= Y ción como 
1) S 


E EME E, ARs (4.31) 
La distancia media cuadrática, introducida anteriormente, es la 


distancia en el espacio de Euclides # con el producto escalar (4.31), 
a saber: 


(=E1=V/U=F, V 8. 
Como es conocido, en el espacio de Euclides H se tiéne realmente 
a magnitud 


b= a Eas 


que satisface la condición (4.27) planteada anteriormente, 


I—bl= mín lle— Y cata lj; 
es 
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que representa en sí, geométricamente, una proyección del elemento 
En € H sobre el subespacio de todos fos elementos de la forma 


3 Crn- 
Esta magnitud Ẹ puede ser hallada de las condiciones de orto- 


gonalidad de la diferencia Eu — Êo respecto a todas las magnitudes 
En k = 1, ..., n, lo que da el siguiente sistema de ecuaciones linea- 


les para hallar los coeficientes dp, k = l, .. n: 


3 nin E) =0, ¡=1 


o más detalladamente, 


(4.32) 


(Ciertamente, desde el mismo comienzo, es natural examinar el caso 
de las magnitudes linealmente independien- 
tes En +...» En para las cuales el determinante del sistema (4.32) 
es distinto de cero.) 

5. Algunos teoremas sobre la convergencia. Examinemos la suce- 
sión de magnitudes aleatorias En, n= 1,2, ... . Se dice que la 
magnitud aleatoria E es el limite en la media cuadrática de la suce- 


sión En: 
Liam En —E, 


si a ia para noo. 


Para la sucesión E,, n .. . convergente en su media 
cuadrática, según la Esant de Chebishev también tenemos la 
convergencia por la probabilidad 


P(n tl > <E liia El 0 para noo, 


es decir, por pequeños que fuesen e > 0 y ô> 0, para los valores 
de n suficientemente grandes, la probabilidad de cada uno de los 
sucesos separados (| E, — E [> e) será menor que 6. De tal modo, 
si despreciamos el suceso poco probable A, = (| En —E1|> e), al 
examinar la magnitud aleatoria E,, entonces tendremos que E, œ § 
con una exactitud hasta de e. 

Recordemos que examinamos las magnitudes aleatorias E, = 
=E, (0), n = dependientes del resultado elemental w € 
€ 2” Para tal o cual resultado elemental œ tenemos la sucesión co- 
rrespondiente de números E, (o), n= 1,2, ..., llamada sucesión 
seleccionada. 
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Fijemos un determinado e. Como ya fue señalado, para la sucesión 
En n= 1, 2, . . ., convergente en la media cuadrática, cada suceso 
por separado An = Q, para el cual | En (w) — E (w) |> e, es poco 
probable para los grandes valores de n (P(4,) > 0 para n > 00). 
Sin embargo, puede ocurrir que en la sucesión An, n= 1, 2, 
se realicen un número infinito de sucesos, es decir, en la sucesi 
seleccionada En (w), n= 1, 2, ..., habrá un número infinito de 
miembros (designémoslos por En, (6) tales que | En, (0) — E (0) 1> 
> e y, por consiguiente, tal sucesión Ẹ (0), n= 1, 2, ..., en 
general no converge hacia el valor E (w) de la magnitud límite E. 
Más adelante, se da un ejemplo sencillo de una sucesión de magni- 
tudes aleatorias En, n = 1, 2, ..., que converge en la media 
cuadrática, para las cuales la sucesión seleccionada En (0), 
n= 1,2, ..., no converge para ninguno de los resultados ele: 
mentales o. 

Ejemplo. Supongamos que el espacio de los resultados elementales 
w es el segmento 0< © < 1 con una distribución uniforme de pro- 
babilidades y la sucesión En, n= 1, 2, está compuesta de 
magnitudes aleatorias Ema = Ema (0) de la forma 


; ål k 
mof h si <o<t 
0, para los restantes œ, 


donde k = 1, ..., m, m = 1, 2, ... . La sucesión de magnitudes 
aleatorias En, n = 1, 2, . . .„ converge hacia cero en la media cuadrá- 


tica, ya que Mia =- — O para m— œo. Al mismo tiempo, para 
cualquier resultado elemental «o se tiene un número infinito de valo- 
res Ema (0) con los números m, k: Ë=} < o <È tales que Ema = 
= 1. Se ve que para ninguno de los resultados elementales w, la 
sucesión seleccionada E (0), n = 1, 2, . . ., no converge hacia cero. 
- Se dice, que la sucesión de magnitudes aleatorias En, n = 1, 2, . 
converge hacia la magnitud aleatoria E con una probabilidad 1, si para 
la sucesión seleccionada E, (0), n=1,2,..., 


Jim E, (0) = 5 (0) (4.33) 


y para cualquier resultado elemental w, a excepción, puede ser, de 
algunos resultados w que tienen en su conjunto la probabilidad 0, 
es decir, si la relación límite (4.33) es un suceso de probabilidad 1. 

La convergencia Ẹn (W) > 5 (0) significa, que | En (o — E (w) |< 
< e con cualquier e > 0 para todos los n suficientemente grandes, 
en otras palabras, | E, (w) — E (a) [> e solamente para un número 
finito de miembros de la sucesión E, (o), n= 1,2, ... . De tal 
modo, si En (w) > E (o) con la probabilidad 1, entonces para cualquier 
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“e > 0 se realiza con la probabilidad 1, sólo un número finito de sucesos 
Ag = {| En (0) — E (0) |> £}, n=1, 

Mosiremos que ésta es la condición suficiente para que £n (0) => 
>E(u) cuando (n> co con la probabilidad 1. Supongamos que 


6=--y designemos por Ba el suceso que significa que en la sucesión 


At, n= 1, 2, ..., se realiza sólo un número finito de sucesos Ag = 
=(15 w= E 1> F} n= 1, 2.. Evidentemente, Br, 
k=1,2,..., es una sucesión monótona «decreciente de sucesos 
B, = B4 =.. ., y para el suceso B Q Ba, se deduce de la pro- 


piedad de continuidad, que, P (B) = P (Bs); para P(B,) = 1 


tenemos P (B) = l; está claro que En (W) > E (w) cuando n— oo 
para cualquier resultado elemental œ € B. 

Lema (Borel—Cantelli). Sea An, n= 
de sucesos arbitrarios An de probabilidad P EY = Pa. 


5, Pa <o, (4.34) 


entonces ocurre, con la probabilidad 1 sólo un número finito de tales 
Sucesos. 

Demostración: Supongamos que B significa que ocurre 
un número finito de sucesos, entre los An, n = 1, 
nifica que ocurre aunque sea sólo un suceso Ark > A (B, 


Está claro, que el suceso B aparece cuando, y sólo cuando mer 
todos los sucesos Bn, 1=1,2,-.. (B = N Ba). Ya que B, 2 


2B: =... entonces P (B) = lim P(B,). La probabilidad de la 


unión de cualesquiera sucesos siempre no supera la suma de sus pro- 
babilidades de modo que 


P(B,)< È P= Š pa 


ag sucesión: 


donde según la condición (4.34) Y) p->0 para noo. Por consi- 
as 
guiente, 


P(B) 0 


límP(B,) 
y el suceso B complementario del B, que significa que en la sucesión 
As, Az, .. . ocurre sólo un número finito de sucesos, tiene una pro- 
babilidad P (5) = 1. 


Teorema 1. Si la sucesión de magnitudes aleatorias En, n = 1, 
converge en su media cuadrática hacia la magnitud aleatoria E 
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«bastante rápidamente», a saber, si 
Y ME lP< oo, 
E 


entonces ella converge también con la probabilidad 1. 

Demostración. Para cualquier e > 0 en el suceso An = 
= {l En (w) —E (w) | > e), tenemos según Ía desigualdad de Chebi- 
shev que P(4,) < 1/8, — E IP/e* y, por consiguiente, 


PA) <A llit oo. 


nat 
Según el lema de Borel—Cantelli ocurre, con la probabilidad 1, 
solamente un número finito de sucesos An, n = 1, 2, ..., y esto 


significa, como indicamos anteriormente, que Jim En (0) = Ẹ (0) 


con la probabilidad 1. 

La distancia media cuadrática ||% — Ea || = VM TẸ — ba F, 
como corresponde a una verdadera distancia entre los puntos del 
espacio H, (véase el punto 4 anterior), satisface la desigualdad del 
triángulo: para tres puntos cualesquiera E, y, ¿€ H, la distancia 
entre E, 1 no supera a la suma de las distancias entre E, £ y n, b: 


ME 11<1E— n t ll (4.35) 


Esto se deduce directamente de la desigualdad general (4.14) aplicada 
a la distancia E, =E—L y to 5 
Se cumple la siguiente proposición. 


Teorema 2. La sucesión de magnitudes aleatorias En, n = 1, 
de H converge en su media cuadrática hacia una magnitud eii 
E € H cuando, y sólo cuando 


lim 11€, — Em I| = 0. (4.36) 
1, meses. 
La necesidad de la condición (4.36) se deduce de la desi- 


gualdad del triángulo: si la sucesión En, n= l, 2, . . ., converge 
en la media cuadrática hacia la magnitud E, entonces 


Il En — Em 11 < 11 En — E 11 + (1 Em — E 11 >0 para n, m— 00, 


La demostración de que para la condición (4.36) existe la mag- 
nitud E € H tal que E = lim E, exige la aplicación de un aparato 


matemático especial (teoría de la medida), y por eso omitimos la 
demostración”). 


1) Véase, por ejemplo, el libro de I. I. Guijman, A. V. Skorojod (pág. 108). 
Sefñalemos que el teorema 2, nosotros lo utilizamos, $ sólo al determinar las Ha- 


madas integrales estocásticas (véanse las págs. 204, 225, 234). 
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Examinemos la sucesión En, n= 1, 2, . . „„ que converge en la 
media cuadrática hacia la magnitud aleatoria E. Las magnitudes 
En € H tienen unas esperanzas matemáticas finitas ME, ya que según 
la desigualdad (4.13) M | En |< V ME < œ. Mostremos que 


lím Mé, = ME. (4.37) 


En efecto, como ya se indicó, la magnitud E € H tiene una espe- 
ranza matemática finita ME y 


ME, —MEI<M|E—El<VMIE—EP>0 
para n— o. 
Sea ma, n= 1, 2, ..., otra sucesión convergente en la media 
cuadrática. (hacia la magnitud aleatoria 1). 
Teorema 3. Tiene lugar la siguiente relación límite 


lim Mnn = Món. (4.38) 


Demostración. Para cualesquiera magnitudes E, y € H 
existe la esperanza matemática finita MEn, ya que según la igualdad 
de Cauchy—Bunjakovsky M | §n | < Y MIE -VMT P. Luego, 
los valores de las medias cuadráticas || En II = V MẸ y lim II = 
= V Mn} están limitadas por una determinada constante C: 


WE < E + ME —EN<C 
la 11 < ln I+ Mn — n 11 < C, 
por cuanto IE, —Ell—=>0, lim —n Il >0 para n— 00. Utili- 
zando de nuevo la desigualdad de Cauchy—Bunjakovsky obtenemos 
| ME, — Mën |< | MEnmn — MEnn | + | Ménn — Min | < 
<M(El-Im—n"D+M(n 1-15 —E)< 
AE — n IE din ERES 
SCE —Ell+ Il — n 1M> 
para n= co lo que se exigia demostrar. 
Exponemos sin demostración") dos teoremas más sobre la conver- 
gencia de las esperanzas matemáticas. 


Sea E < a<... una sucesión monótona creciente de mag- 
nitudes aleatorias no negativas. Para cada resultado elemental œ 


1) Véase el libro citado anteriormente de I. 1. Guijman, A. V. Skorojod 
(pág. 102), El teorema 4 siguiente (más exacto, su corolario (4.39), sólo se ulti- 
liza para la demostración en las págs. 191 y 294 y el teorema 5.en lus págs. 151 
y 


501104 
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la sucesión seleccionada monótona creciente E, (o), n=1,2,..., 
tiene un límite finito o infinito E (o) > 0. Supongamos que las mag- 
nitudes E, tienen una esperanza matemática finita Món, n = 


2, ... . Para esta sucesión monótona creciente existe un límite 
finito o infinito lim Món. 
Teorema 4. Si la sucesión MEn, n = 1, 2, .... es limitada, enton- 


ces la magnitud aleatoria límite E = lím E, es finita con una proba- 
bilidad 1 y 
lim ME, = ME. 


Como consecuencia de este teorema obtenemos el siguiente resul- 
tado. 

Supongamos que la sucesión de magnitudes aleatorias no negativas 
En k = 1, 2, ..., sea tal que la serie de sus esperanzas matemáticas 


Y ME, es convergente. Entonces con la probabilidad 1 
A 


Žu<o 
K 


M È En) -2 Mên. (4.39) 


a 
En efecto, las sumas parciales Y Ey, n=1, 2, ..., forman una 
{i 


sucesión monótona creciente, para la cual las esperanzas matemáticas 


Mí žu- È Mi, n=1,2,..., están limitadas: M(È h) < 
o! 2 
<2 Mi, <co, y según el teorema 4 existe, con la probabilidad 1, 
p 2s 
el límite finito Jim Y 5-2 E siendo 
Mílim À 8) =limM[ 3) 8 = lim Y Mis. 


Teorema 5. Supongamos que la sucesión de magnitudes aleatorias 
En, n= 1, 2, ...., converge, con la probabilidad 1, hacia una mag- 
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nitud E, siendo | En |< n, donde la magnitud aleatoria y tiene una 
esperanza matemática finita (M | n |< co). Entonces las magnitudes 
En y E también tienen esperanzas matemáticas, siendo 


lim ME, = ME. 


$5. SERIES INFINITAS 
DE PRUEBAS INDEPENDIENTES 
Y LEY DE LOS 
GRANDES NUMEROS 


1. Ley de los grandes números. Examinemos la sucesión de mag- 
nitudes aleatorias independientes 


En En. (5.1) 


que tienen una misma distribución de probabilidades (para claridad 
nos podemos imaginar que se ejecuta una serie de pruebas iguales 
independientes Q4, Qz, . . ., y en cada prueba Q, se observa la mag- 
nitud correspon: lente En, n= 1, 2, 

Supongamos que existe la esperanza matemática y la dispersión: 


a=ME, C= Din n=1,2..., 
y examinemos el valor medio «empírico» 
tS Sa a 
zob- (5.2) 
aa 


(que el «observador» puede calcular después de realizarse las pruebas 


Qus c. Qn). Para la suma S, = Y E, tenemos 
a 


Vemos que 


13 ta—al| y= para n» o, (5.3) 
a 


5e 
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es decir, la media empirica + J) En converge en la media cuadrática 
a 
hacia la esperanza matemática a: 


De tal modo, para cualquier e>0 la probabilidad de que la media 
empirica LS) E, para los valores n suficientemente grandes, se 


Pen 
diferencia de la esperanza matemática a en no más de e, es casi 
igual a 1, más exacto, 


P (le Lua <0]>1-0 


siendo $> 0 tan pequeño como se quiera, para los valores n suficiente- 
mente grandes; con ello la desigualdad de Chebishev da la siguiente 
valuación de la probabilidad indicada: 


A (5.4) 


En la vida real siempre despreciamos la posibilidad de que aparezcan 
los sucesos, cuya probabilidad es suficientemente pequeña. Si despre- 


ciamos el suceso poco probable lk Dina [>e probabilidad no 
Kal 

es mayor de un ô suficientemente pequeño), entonces se puede con- 

siderar, que para cualquier n fijado suficientemente grande digamos 

> 


a—e< sae 


de modo que, con una exactitud hasta de e, la media empírica 


+ Y ta coincide con el valor medio de a: 
i 


a 
2 DESTA (5.5) 
pa] 
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Esta ley interesante (expresada por las relaciones (5,3) y (5.4) 
lleva el nombre de ley de los grandes números. 

Propiamente hablando, la ley indicada de los grandes números 
la hemos deducido, no sólo para las magnitudes aleatorias inde- 
pendientes, sino también para las magnitudes aleatorias no co- 
rrelativas ta, k= 1, 2, ... (MÉx a, DEx= 0°). Para tales 
magnitudes también se puede obtener el siguiente resultado: 


padega (ey reforzada de los grandes números). Con la probabi- 
lidad 1 


Lito para n= oo. (5.6) 


Demostración). Sin limitar la generalidad se puede con- 
siderar a = 0. Según la desigualdad de Chebishev para cualquier 
e>0 


SA) <a 


de modo que 

E esa 

ze {7>} <i d m< 

i Si 
según el lema de Borel—Cantelli, con la probabilidad 1 puede 
ocurrir un solo número finito de sucesos Am= {4>}. 


m=1, 2,... y de tal modo 
m— 00). Después, sea 


Um = 


m3 
m? 


—0 con la probabilidad 1 (para 


limt -o Hal 


máx 
mima) 
Evidentemente, 
0 


efg S 


hamit 


Se (p>) Š <o 


) La demostración expuesta aqui ha sido comunicada al autor por 
Yu. V. Prójorov. 
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por consiguiente, con la probabilidad 1, puede ocurrir, sólo un número 
finito de sucesos Bm {>e} , m=1, 2, ..., y de tal modo, 


--0 con la probabilidad 1 (para m-—0o). Como resumen, para 
cualquier n, mi<n< (m1), tenemos 


con la probabilidad 1 para n— co, lo que se exigia demostrar. 
También tiene lugar el siguiente resultado fundamental), 
Ley reforzada de los grandes números. Para la sucesión de magnitudes 

aleatorias independientes, igualmente distribuidas, Es, Es, .. ., que 

tienen una esperanza matemática finita a, con la probabilidad 1 


limi Y Es «e (5.7) 
PA 


2. Probabilidad y frecuencia. Dirijámonos a un determinado suceso 
A, ligado con una prueba determinada. Supongamos que se tiene la 
posibilidad de reproducir repetidas veces esta prueba, de modo que 
las pruebas Q, Q, son independientes 

Introduzcamos las magnitudes aleatorias Es, Es . . . donde cada 
magnitud En está solamente ligada con su prueba correspondiente 
9, definida del siguiente modo: E, = 1, si en la R-ésima prueba ocurre 
el suceso A, y $a =0 en caso contrario. Ahora tenemos 


Mgr =p, Dix =p(1—p), 


donde p = P (A) es la probabilidad del suceso A en cada prueba por 
separado. 
La media empírica 


354 


representa la frecuencia del suceso A en las pruebas examinadas, que 
se define como la relación entre el número n (A) de aquellas pruebas, 
en las cuales ocurrió este suceso y el número total n de pruebas. Según 
la ley de los grandes números 


LAGIN 


ALAN P(A) para n= oo (5.8) 
1) Véase, por ejemplo, el libro de V. Feller «Introducción a la teoria de 
probabilidades y sus aplicaciones», tomo I, 11, Moscú 1964 (pág. 266). Aquí 


se tiene en cuenta que las magnitudes ži, Es. 


-» no tienen limitada obli- 
gatoriamente la dispersión 02. 
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de manera que en una gran serie de pruebas independientes, la frecuencia 

sa del suceso A coincide, prácticamente, con la probabilidad de este 
suceso: 

HA Pa). (5.9) 

Esta ley (que recibió su afirmación en los múltiples experimentos 


de la práctica) nos da una base para valorar experimentalmente, en 
las aplicaciones la probabilidad conocida P (4) de tal o cual suceso 


A, como P (A) 22 (véase el ejemplo en la pág. 23). 
Más adelante se expone la tabla 1 (tomada del libro, citado ante- 


riormente, de W. Feller, véase la pág. 33) en donde se dan los resul- 
tados de 100 series con 100 pruebas, en cada una de las cuales se lanzó 


una moneda simétrica. De esta tabla se ve que la frecuencia 222 de 


la caída con «cruz» (suceso A) en cada serie coincide con gran exacti- 
tud con la probabilidad P (A) = 1/2. 


Tabla 1 
hit de ema 
0—1000 54 46 53 55 46 54 41 48 51 53 501 

2000 48 46 40 53 49 49 48 54 53 45 485 
3000 43 52 58 51 51 50 52 50 53 49 509 
4000 58 60 54 55 50 48 47 57 52 55 536 
5000 48 51 5l 49 44 52 50 46 53 A 485 
6000 49 50 45 52 52 48 47 47 47 5l 488 
7000 45 47 4l 5l 49 59 50 55 53 50 500 
8000 53 52 46 52 4 51 48 51 46 54 497 
9000 45 47 46 52 47 48 59 57 45 48 49% 


10000 47 a 51 48 59 5l 52 55 39 4l 484 


CAPITULO 1I 


ALGUNAS DISTRIBUCIONES 
DE PROBABILIDADES 


$ 1. ELECCION ALEATORIA 
Y VARIACION ALEATORIA 


1, Algunas fórmulas combinatorias. Al calcular las probabilidades 
aportan una gran ayuda las fórmulas combinatorias. Expongamos 
las más importantes de ellas. 

Combinaciones de elementos elegidos de diferentes grupos. Suponga- 
mos que se tiene r grupos diferentes, compuestos por determinados ele- 


mentos, El primer grupo contiene n, elementos a,, . . ., Any; el segun- 
do contiene na elementos 61, bz, ..., Ongi - - . el último grupo r 
contiene n, elementos Ci, €z, - » Cap, Se componen todas las com- 


binaciones posibles de r elementos pertenecientes a los diferentes 
grupos de tal modo que en una combinación separada entra sólo un 
elemento de cada grupo. Ellas tienen la forma 


(a,b,. .. 0) 


Las combinaciones (a, b, ..., c) y (a, 5, ..., 6) se consideran 
distintas, si se tiene aunque un solo par de elementos distintos entre 
siay a,b yB,..., c yC El número de tales combinaciones es 


Namm, om (10 


(para r = 2 la fórmula (1.1) es evidente, y para un número arbitrario 
r se establece fácilmente por inducción) 
Elección Se relorno. Supongamos que se tiene n objetos diferentes 
a, az, - . ., an. Elijamos sucesivamente r objetos de este conjunto 
de tal modo an cada objeto elegido se fija y se retorna atrás. Resul- 
tado de tal elección es la combinación de la forma 


(Gis Ag oes 7). 


Las combinaciones (äi, ip y AA Y (hs Gig, - .., fp) se con- 
sideran distintas, si en cualquier paso fueron elegidos distintos objetos, 
es decir a;, + ay, aunque sea para un solo £. Nos podemos imaginar 


que se tienen r grupos iguales de n elementos, y en el paso k se elige 
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el elemento del f-ésimo grupo. En este caso particular, la fórmula (1.1) 
da la siguiente expresión para el número de combinaciones diferen- 


tes N: 
N (1,2) 


Número de variaciones. Elección sin retorno. Supongamos que r 
objetos diferentes se colocan por determinadas celdas. Con ello las 
celdas son distinguibles por el observador y su número es igual a n. 
Supongamos que los objetos se colocan de tal modo que en cada 
celda cae no más de un objeto. Numeremos todos los 
objetos que se tienen y las celdas. Entonces cada variación la podemos 
describir por la combinación (is, iz, i,), donde i es el número 
de la celda en donde cae el lef objeto, iz es el número de la celda 
donde cae el 2° objeto, etc., i, es el número de la celda donde cae el 
último objeto r. En la combinación (i, iz, . . . i) el elemento í, 
puede ser cualquiera de los n elementos (celdas), ¡a es uno de los n — 1 
elementos restantes, etc., i, puede ser uno de los n — r + 1 elementos 
posibles. De acuerdo con la fórmula general (1.1) en total existen 


N=n(n—=1)...(a—r+1) (13) 


distintas variaciones de 7 elementos por n celdas. 

Supongamos, que se tiene el conjunto de n elementos diferentes 
Q41, Az, + . »» An» De este conjunto se eligen r elementos. Se puede con- 
siderar que ellos se eligen a la vez y se colocan en un orden determi- 
nado, o se puede considerar que los elementos se eligen sucesivamente 
uno después de otro, con ello el elemento elegido no se retorna atrás. 
Como resultado de tal elección se forma la combinación (an, iy, - + 
+ « a Gy), donde as, es el primero de los elementos elegidos, ai es 
el segundo de los elementos elegidos, etc., a; es el último de los ele- 
mentos elegidos; a puede ser cualquiera de los n elementos que se 
tienen, d, cualquiera de los n— 1 elementos restantes, etc., ai, 
cualquiera de los n—r + 1 elementos posibles. En total existen 


N=níi=D  (M—=r+01 


distintas elecciones (a, Gi, . .., a) de r objetos, elegidos, sin 
retorno, del conjunto de volumen 7- 

Para r = n, el número de variaciones coincide con el número de 
permutaciones de n elementos: 


N=n(ł=l) .i=n (1.4) 


Número de combinaciones. Supongamos que se colocan r objetos 
no distinguibles entre sí por n celdas (en cada celda cae no 
más de un objeto). Entonces el número de variaciones distinguibles 
coincide con el número de grupos distintos por r celdas, que se puede 
formar del conjunto general de volumen n (en un grupo se agrupan 
todas las celdas ocupadas), y es igual al número de combinaciones Cf, 
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de n elementos por r: 


al 
Ma (1.5) 

Más general es el caso, cuando el conjunto de n elementos se divide 
en un número fijo k de grupos, siendo también fijo el número de ele- 
mentos en cadá grupo, digamos, en el grupo con el número ¡ se tienen, 
justamente, n; elementos. En lo restante, los elementos se agrupan 
lo más arbitrariamente. El número de combinaciones diferentes de n 
elementos por Mi Mz, . . ., na elementos (n ++... + na = 
== n) es 

al 
N Saan" (1.6) 

La fórmula (1.5) puede ser obtenida de la siguiente forma. Supon- 
gamos temporalmente, que todos los objetos examinados son dife- 
rentes; entonces el número de variaciones diferentes (véase (1.3) 
será igual a n(n—5)... (n—r-+1). Para cualquier grupo 
diy «+ .y E, de celdas ocupadas, entre aquel número figuran también 
las variaciones que se obtienen permutando r eos por tas celdas 
indicadas; el total de tales permutaciones será ri. Por consiguiente, 
el número de combinaciones C} de n celdas por r”), que nos interesa, 
es r! veces menor que el número indicado de variaciones n (1—1) ... 
«(a —r + 1), a saber: 

r ala lp lar) a 
A A. m= 

Para la demostración de la fórmula (1.6) la volvemos a escribir 

en la forma: 


Vi O ie i 

La formación de grupos de n,, ns, . . ., n elementos se puede rea- 
lizar consecutivamente. Primeramente, formemos el grupo de n 
elementos (esto se puede hacer de N, = C% modos diferentes); luego 
de los n — n, elementos restantes formamos el grupo de na elementos 
{esto se puede hacer de Ns = C? m, modos diferentes), etc.; los ele- 
mentos restantes al final n— m —...— faz = May + Ma Se 
pueden dividir en dos grupos de na-, y na elementos, de Nay = 
= CRA... my, modos diferentes. Combinando a cada paso los 
modos de formación de grupos, según la fórmula general (1.1), en 
total obtenemos el número indicado N = N,N» . . - Na-, de todas 
las combinaciones posibles. 


1) El término Ch se suete leer así: «el número de combinaciones de a ele- 
mentos (celdas) tomados de r en 7», (N, del T. 
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En todas las igualdades expuestas anteriormente, se encuentra 
la expresión n! = 1-2 . . . (1— 1) n, para la cual se tiene la siguiente 
fórmula de Stirling’): 

nl ~ Vanne”, (1.7) 


donde e = 2,718... es la base de los logaritmos naturales (aquí y en 
adelante la relación , ~ Bn entre las magnitudes variables dm y 


Bn significa que > 1 para n— 00). Más exacta que (1.7) es la 


relación 
Si ea rE 
TG, 
Vian men 


justa para todos los n = 1, 2, . 

Ejemplo. Un grupo de pasajeros de r personas se sientan en el 
tren eléctrico suburbano, compuesto de n >r vagones. Supongamos 
que cada pasajero elige su vagón casualmente y se encuentra con una 
misma probabilidad en cualquiera de los vagones. ¿Cuál será la pro- 
babilidad de que todos ellos entren en un mismo vagón? ¿Qué pro- 
babilidad de que entren en diferentes vagones? 

Cada pasajero puede elegir uno de los n vagones, de modo que 
todas las posibles combinaciones (iy, iz, . . .. ip), donde ¡a es el 
número del vagón, elegido por el £-Éésimo pasajero, alcanzan el valor 
N =n. 

El suceso A, o sea «todos los r pasajeros entran en un vagón» ocurre 
en cualquiera de los N (A) = n resultados, en los cuales i = is =... 
+... = Í, y su probabilidad es 


El suceso B, o sea «en ninguno de los vagones entra más de uno 
de Jos pasajeros examinados», aparece cuando, y sólo cuando todos 
los elementos in, k = 1, ..., r, son distintos entre sí. Se puede 
considerar que se realiza la elección (s i n retor n o) de r elementos 
del conjunto de volumen n: el primer pasajero elige cualquiera de 
los n vagones, el segundo, cualquiera de los (n — 1) vagones restantes, 
ete. Por consiguiente, el número de combinaciones (iy, ia, ...., È+) 
que conducen a la aparición del suceso B, es igual a n (n— 1)... 
+... (1n—r + 1), y la probabilidad de este suceso es 

pop- artn, 


Ejemplo. Imaginémonos que se tienen n llaves, una de las cuales 
entra en la cerradura. Las llaves se prueban sucesivamente. ¿Cuál 
será la probabilidad de que la llave útil caiga en el paso k? 


1) Véase, por ejemplo, el libro de V. Feller citado anteriormente. 
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Consideramos que las llaves están dispuestas en orden aleatorio 
(iis de +. + in) siendo todas estas disposiciones equiprobables. 
Supongamos que la llave útil tiene el número ¿. Entonces la probabili- 
dad que nos interesa será igual a la probabilidad de que, en la dispo- 
sición aleatoria de los números 1, ..., n, esté situado el número i 
en el lugar k. El número de todas las variaciones posibles (i, . . ., in) 
que se tienen es igual a nl, y el número de variaciones con el elemento 
fijado in = i es igual a (n — 1)!, de modo que la probabilidad buscada 
es 

Mn _1 
al N 


Ejemplo. Examinemos el juego de «préférence»!), cuando los 32 nai- 
pes mayores de la baraja de naipes están distribuidos de un modo 
aleatorio entre los tres jugadores, que recibieron 10 naipes, y «la 
toma» de dos cartas, que se le concede a uno de los jugadores que luego 
anuncia la categoría del juego. Supongamos que junto con ela toma 
el jugador tiene 5 naipes mayores de un mismo palo (digamos copas), 
excluyendo «la dama». Al anunciar la categoría de juego hay que 
tener en cuenta la posibilidad de que alguno de los compañeros tenga 
los tres naipes restantes del palo de copas, incluyendo «la dama» (más 
abreviado, que tenga la «tercera dama»). ¿Cuál es la probabilidad de 
este suceso? e 


En total existen Cf = ¿Ey distribuciones equiprobables de 
20 naipes en dos grupos de 10 naipes, que se entregan a cada dos com- 
pañeros jugadores. Si fijamos la combinación de «la tercera dama» 
en cualquier jugador determinado, entonces el número de distribu: 


ciones de naipes, compatibles con ésta, entre dos jugadores es igual 
al número de combinaciones Ci, = -yitir de los 17 naipes restantes 


en grupos de 7 (o lo que es igual, de 17 tomados de 10 en 10). Por lo 
tanto, «la tercera dama» la tendrá un determinado jugador con la 
3; 


probabilidad a 
E 18-19-20 — 19* 

y cada uno de los dos jugadores, con la probabilidad doble, igual a 4). 

2. Distintas distribuciones de las partículas independientes en el 
espacio fásico. Examinemos el siguiente modelo sencillo. Imaginé: 
monos el proceso del cocido de la masa para los bollitos. En la masa 
se echan las uvas pasas, luego todo se mezcla minuciosamente y como 
resultado de lo cual las uvas pasas que son «partículas» se distribuyen 
de un modo aleatorio dentro del «espacio fásico» ocupado por la masa. 


1) El juego de «préférence» con naipes franceses es muy parecido al juego 
español del «tresillo». (N. del 7) iS es 


$ 1. Elección aleatoria y variación aleatoria 7 


Supongamos que nuestro «espacio fásico» de volumen V (masa) 
se divide en n celdas iguales, lo suficientemente grandes en compara- 
ción con el volumen total v de las partículas (uvas pasas) existentes: 


Y 
Lo. 


¿Cómo se distribuyen aqui las partículas? 

Parece ser bastante semejante a la verdad el hecho de que después 
de la mezcla repetida de la masa, todas las distribuciones posibles de 
las uvas pasas por cada una de las celdas es equiprobable. Supondremos 
que esto es realmente así. Si el número total de uvas pasas es 1, en- 
tonces cada distribución se puede describir por la combinación (iy, . . 
+ « a, dy), donde i es el número de la celda, donde cae la primera uva 
pasa, iz, el número de celda donde cae la segunda uva pasa, etc. Cada 
uno de los índices r i, . .., ip puede tener n valores distintos, de 
modo que el número total de combinaciones diferentes (iy, . . ., dy) es 
N = #ř, por consiguiente, cada distribución de partículas (is, s Er) 
tiene la probabilidad 1/1". La probabilidad de que caigan r, uvas 
pasas en la primera celda, rz uvas pasas en la segunda ..., fa uvas 
pasas en la celda n (r; +r +=") es 


Al ud 
AS 
ya que ¡27 €s igual al número de todas las combinaciones 
sibles de p grupos de far Far + + ++ fa elementos (véase la fórmula 
6). 


Observemos ahora, que las uvas pasas son para el observador las 
partículas indistinguibles, y desde este punto de vista todas aquellas 


distribuciones (is, la, .. ., i) en las que caen r, partículas en la 
primera celda, rz partículas en la segunda ..... 7 partículas en la 
celda n, son indistinguibles. Desde el comienzo se podía 
haber hablado sobre las distribuciones, cada una de las cuales se 
describe por el número r; de particulas que cayeron en la celda í co- 
rrespondiente, Si consideramos que todas aquellas distribuciones 
ris » + -, 7n) son equiprobables, entonces cada resultado (ri, . . -, fa) 
tendrá, no la probabilidad indicada anteriormente Lar, 
sino otra distinta, Precisamente, el número de distribuciones distin- 
tas, cada una de las cuales se representa en adelante, esquemática- 
mente, como la variación de los asteriscos entre los palotes: 


pira ars 
_— 


a ES Tn 


coincide con el número de modos, en que se pueden colocar n — 1 
palotes, (que describen a n celdas) y r asteriscos (uvas pasas). Este 
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número, evidentemente, es igual al número de combinaciones Chy, 
22M de n— 1 + r elementos en grupos de n— 1 y, por 
Tn) tendrá la 


(a Y 
consiguiente, cada resultado por separado (fs, . 
probabilidad 


(a=) 
nF 
¿Cuál de las dos soluciones dadas antes es verdadera? Si conside- 
ramos que el «mecanismo aleatorio», descrito, anteriormente, (del 
entremezclado repetido), actúa de tal modo que cada uva pasa, por 
separado, cae en cualquiera de las n celdas con la misma probabili- 
dad, siendo prácticamente, independiente del comportamiento de 
las otras uvas pasas, entonces la probabilidad de la distribución 
(ras 0 0 <a Fn) Será 
nl er, 
Pirs ee d= rT 
Esto se ve especialmente claro en el caso, cuando n =r = 2. 
Cada una de las dos uvas pasas (independiente una de otra) cae en dos 
cualesquiera celdas con la probabilidad 1/2 y 


P (2, 0) = P (0, 2) = 1/4, 
P (1, 1) = 1/2, 


de modo que las posibles distribuciones (2, 0), (0, 2), (1, 1) no son 
de ningún modo equiprobables. 

En el caso de distribución de las uvas pasas en la masa, el modelo 
de distribuciones equiprobables (fs, . . ., ¿,) descrito antes, evidente- 
mente, no es satisfactorio, si el volumen de cada celda por separado 
es menor que el volumen de todas las partículas, o sea de las uvas 
pasas: (por ejemplo, en una celda no caben todas las particulas). 

xaminemos un nuevo modelo, en el cual las celdas elegidas son tan 
pequeñas (comparables con las medidas de las mismas uvas pasas) 
que en cada celda no puede caer más de una particula. 

Para la limitación indicada, cada distribución de las particulas 
puede ser descrita por la combinación (i, . i,) indicando las 
celdas ocupadas ñi, . . ., i, (se considera naturalmente, que r < n) 
y el número total de di iones distintas es igual al número de 
combinaciones Ch con n elementos en grupos de r. Si consideramos 
que todas las distribuciones posibles son equiprobables (así está 
planteada la cuestión en nuestro modelo con las uvas pasas), entonces 
la probabilidad de cada distribución por separado (iy, . .., iy) es 

(rte 
a? 


La cuestión sobre la distribución de las partículas independientes 
en el espacio fásico (uvas pasas en la masa) puede ser planteada del 
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siguiente modo. Se elige una zona determinada del espacio fásico 
de volumen v. ¿Cuál será la probabilidad de que caiga en esta zona tal 
o cual número de partículas? 

Dividamos imaginariamente todo el espacio fásico en celdas tan 
pequeñas que en cada una de ellas puede caer no más de una partícula. 
Consideremos igual que anteriormente, que todas las posibles dis- 
tribuciones de partículas ( «a. És), donde i, es el número de 
la celda ocupada por la partícula r, son equiprobables. Si considera- 
mos, convencionalmente, las celdas ocupadas y libres como bolas 
blancas y negras, entonces nos podemos imaginar al espacio fásico 
como una determinada caja, que contiene r bolas blancas y n—r 
negras, que se han remezclado repetida y minuciosamente (r es el 
número de todas las partículas en el espacio fásico, n es el número 
de todas las celdas, n > r). 

Sea m el número de celdas de la zona designada en el espacio 
lásico v y E es el número de partículas que caen, según el caso, en 
esta zona (número de celdas ocupadas entre las m indicadas). La 
probabilidad P; (k) de que el número E sea igual a k, 0< k < m, 
es la misma que para el número E de bolas blancas, que suelen encon- 
trarse entre las m bolas sacadas al azar durante su elección aleatoria 
de la caja (urna) con r bolas blancas y n — r bolas negras. 

La expresión «sacarla al azar» significa más exactamente, que m 
bolas cualesquiera se eligen con la misma probabilidad (si se nume- 
ran todas las bolas existentes, se eligen con la misma probabilidad 
cualesquiera bolas ji, . . :x jm). El número N deresultados distintos 
(cada uno de los cuales representa en sí a la elección de tales o cuales 
bolas jn ><» fm) es igual al número de combinaciones CR = 

Egg: À nosotros nos interesa el suceso A, que consiste en 
que entre lasni bolas sacadas se encuentren justamente k bolas blancas. 

Para hallar la probabilidad de este suceso, es necesario calcular 
el número N (A) de resultados, en los cuales aparece el suceso A, 
(P(4) =$} . Esto se puede hacer del siguiente modo. Separe- 
mos mentalmente los dos conjuntos de bolas: r blancas y n—r negras. 
Las bolas blancas sacadas serán iguales a k, cuando del primer con- 
junto se elijan k bolas y del segundo, m — k bolas. Designemos a las 
bolas blancas por as, - - «, ay y las negras, por bi, . - ., bn-ri cada elec- 
ción de bolas blancas a = (Qi... ap) y de negras D = (bj =- 
. a) Puede considerarse como un par (a, b) y el número N (4) 
coincide con el número de pares diferentes que se pueden formar con 
distintos elementos a y b. El número total de elementos a, o las dis- 
tintas elecciones en grupos de k, con las r bolas Mancar existentes, 


es igual al número de combinaciones C} = y, análoga- 


E i 
E 


mente, el número total de elementos b es CF_7; por consiguiente, el 
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número N (A) de pares diferentes (a, b) es igual al producto C} «Ch; 
Como resultado obtenemos para la probabilidad buscada P (A) 
siguiente expresión: 


cont 


P(4)= 


qm 


De hecho, hemos encontrado la distribución de las probabilidades 
de la magnitud aleatoria E, que es igual al número de bolas blancas 
elegidas al azar de la partida de volumen m (al número de particulas 
en la zona designada separada del espacio fásico): 


(1.8) 


(los parámetros n, r, y m están fijados). Esta es la llamada distribución 
hipergeométrica de las probabilidades. 

Para subrayar la importancia de esta distribución examinemos 
solamente un ejemplo. 

Ejemplo (control por elección de la producción). Imaginémonos que 
se tiene una gran partida de piezas, que puede ser admitida o rechazada. 
Está claro, que no siempre es posible la comprobación de cada una 
de las piezas (por ejemplo, puede ocurrir que la comprobación haga 
a la pieza inservible para utilización futura). En estos casos se puede 
emplear el método de control por elección de la producción. Digamos, 
el controlador elige, casualmente, de toda la partida m piezas, las 
comprueba y si el número de las rechazadas entre ellas supera a un 
número crítico m* entonces se rechaza toda la partida, ¿Qué ocurre 
durante tal control, qué partidas y con qué probabilidad son rechaza- 
das? Si en toda la partida hay n piezas (siendo rechazadas en ella 
justamente r), entonces la probabilidad de que entre las m piezas 
elegidas al azar resulten ser rechazadas justamente k, se da evidente- 
mente, por la fórmula (1.8) en la que E significa el número aleatorio 
de piezas rechazadas en la partida elegida para el control. 

n la tarea inicial sobre la ribución de las partículas en el 
espacio fásico, se consideran parámetros al número r de partículas 
existentes y el volumen v de la zona considerada del espacio fásico 
(del volumen total V). Es incluso más cómodo considerar dados no 
los números r y V, sino el número medio + de partículas en la unidad 
de volumen (+ = r/V), lo que da la posibilidad, como veremos más 
adelante, de hallar la distribución de las partículas también en el 
espacio fásico infinito (más exacto, para V—> o0, r 00). Desde 
este punto de vista la fórmula (1.8) sufre el inconveniente de que en 
ella figuran «los parámetros sobrantes» n y m. Más adelante se mostrará 
de hecho (véase también el siguiente $ 2) que en las condiciones, 
cuando la zona considerada del espacio fásico es suficientemente 
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grande, en relación con la medida de cada una de las partículas, el 
número E de partículas en tal zona tiene, aproximadamente, la dís- 
tribución de probabilidades de Poisson: 


Pa (h) LOL a, 
más exacto, para n, m, roo y con la constante 


v 
F 
(a es el número medio de particulas en la zona de volumen v), se tiene 
la siguiente expresión límite para las probabilidades determinadas 
por la fórmulas (1.8) P; (k) (véase más adelante la fórmula (1.19): 


m 
ar 


limP, (2) =P e, k=0, 1, ... (1.9) 


Volvamos de nuevo a la caja (o como dicen corrientemente a «la 
urna») con r bolas blancas y n — r negras. En «el esquema de la urna» 
utilizado por nosotros.se eligen m bolas sin retorno. Examinemos un 
esquema análogo, pero con aquel cambio, que durante la extracción 
sucesiva de m bolas, la bola sacada cada vez se retorna de nuevo a Ja 
urna (elección con retorno). ¿Cuál será la probabilidad 
de que entre las m bolas sacadas haya justamente £ blancas? 

nvengamos en que cada bola de la urna tenga su número. Enton- 
ces una elección del volumen m puede ser descrita por la sucesión 


(is, « - «+ im), donde ¿y significa el número de la bola sacada en el 
paso p, y durante la elección con retorno para ip se tienen n valores 
posibles (ip = 1, 2, ..., n). En total habrá n" elecciones diferen- 
tes (is .. -s im) y todas ellas serán equiprobables. 

Examinemos las elecciones en las que hay justamente k bolas 
blancas. Calculemos cuántas elecciones hay (ij, + . -, im) con bolas 


blancas en los lugares fijados my, mp. (es decir, aquellas elec- 
ciones en las cuales las bolas im, ; im, Son blancas y las restan- 
tes bolas m — k, negras). Para cada una de las bolas blancas im, + + - 
. a bm, Se tiene r valores posibles (en la urna hay r bolas blancas), 
y para cada una de las bolas negras hay n — r valores posibles. Por 
consiguiente, habrá r*-(n — r)”"-* elecciones distintas (ip, .. .» fm 
con k bolas blancas en los lugares fijados my, mp. Pero entre 
los valores posibles 1, . . ., m podrán existir valores distintos my, . 
» + «y ma elegidos de Cl, maneras, de modo que el número total de 
elecciones (is, » +, im) con m bolas blancas será igual a Chy" (n — r)". 
Por consiguiente, la probabilidad de que entre las m bolas extraídas 
haya k blancas será 


Oas miun A, 


6—01104 
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donde p = r/n coincide con la probabilidad de extraer una bola blan- 
ca en cada paso por separado. 

Así pues, la magnitud aleatoria E que es igual al número de bolas 
blancas en la elección (con retorno) del volumen m, tiene la distribu- 
ción de probabilidades 


Py (k) = Chp" (1 — poa, k==0,1l,.... m, (1.10) 


donde p es la probabilidad de sacar una bola blanca èn cada paso por 
separado. Esta es la tal llamada distribución binomial") o comose dice 
frecuentemente, la distribución de Bernoulli. 

Está claro, que para un gran número de bolas n y con un volumen 
pequeño de elección m, la elección sin retorno y la elección con retorno 
deben dar, prácticamente, un mismo resultado: la probabilidad de 
que hayan sido extraídas k bolas blancas será aproximadamente, la 
muma en ambos casos. Esto se reafirma también con la elación 

mite 


CC ml [oen hett] 
as TS L nai)... E Y 


melo (m—mtktl) ma ig 
s[e UTA) Laa Papa, 


donde n, =r, n¿=n—r (compárense las fórmulas (1.8), (1.10), 
cuando la parte p = m/n de bolas blancas queda constante en la 
urna, al aumentar ilimitadamente, el número n de bolas (recordemos, 
que p es la probabilidad de que la bola extraída de la urna al azar 
sea blanca). 

El valor medio ME, durante la distribución binomial del número 
YE de bolas blancas en la elección de volumen m, será 


a 
M= X kacr =m Y x 
kei a j=0 


A lemp p=. (111) 


¿Cuál será la distribución de las bolas blancas en la elección de 
volumen m, cuando la parte p = r/n de bolas blancas disminuye en 


3 AmE k=0, ..., m son los coeficientes binomiales en el 


desarrollo de (p+q)m= J) Chohga (q=1—pj» 
25 
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la urna (p — 0), pero, en cambio se aumenta en volumen de la elec- 
ción m (m— co) de tal modo, que el valor medio de bolas a = mp 
quede constante? Tenemos 


O (1-4) >e, 
para cada valor fijado k=1, 2, ... 


Pel) CPUa akla, a 
PEI A a AA) E" 


y por eso 
PAD 
PD aee, 
o 01.2 
Pe, 


De tal modo, la magnitud aleatoria E tiene en el límite la dis- 
tribución de probabilidades 


Phm ee, k=0, dy... (1.13) 


Esta es la tal llamada distribución, de Poisson. 

A pesar de que en el límite se trata de hecho de una elección infi- 
nita (m — 00) y la cantidad E de «bolas blancas extraídas» puede ser 
tan grande como se quiera, su valor medio es igual a a: 


M= Fea) Lota. (1.14) 


har A=0 


Señalemos también quel 


DE=ME-ar=MP2 Y Pa 


a 
=a Y [EA] eataa. (1.15) 
A 


de 
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$ 2. DISTRIBUCION 
DE POISSON. 
CORRIENTE UNIFORME 
DE SUCESOS 
Y TIEMPO DE ESPERA 


1. Distribución de Poisson en las partículas. Volvamos de nuevo 
al problema de la distribución de las partículas, Imaginémonos que 
en una zona determinada del espacio V de Euclides se lanzan al azar 
r partículas, independientemente unas de otras, más exacto, si desig- 
namos por Ẹa la situación de la partícula £ en el espacio (k 

~, F), entonces las magnitudes vectoriales aleatorias E E 
son independientes y cada una de ellas tiene la distribución uniforme 
de probabilidades con la densidad 


1 
p= (rr pun eV (2.1) 
O para las restantes x, 


donde |V | on el volumen de la zona V. Designemos por A 
al número medio de partículas en la unidad de volumen 
r 
i= TT: 

Designemos por Ẹ (v) el número de particulas, que caen en la zona 
correspondiente v = V. 

Mostremos que en un «espacio fásico» V que se ensancha, ilimitada- 
mente, y a la vez aumenta el número r de partículas (de modo, que 
el número medio de partículas por unidad de volumen queda, cons- 
tantemente, igual a À), la distribución límite de la magnitud aleato- 
ria E (o) será la de Poisson 


PEo=i)= Aiea, 2=0, l,..., (2.2) 


donde | v | significa el volumen de la zona v y, aún más, para las zonas 
que no se cortan V, ..., Un 


Pil) =k +.» Eln) = kn} = 
Mo on” goio. Hoa, (2,3) 


La última relación significa junto con la fórmula (2.2), que para 
las zonas que no se cortan v, +, Un, las magnitudes aleatorias 
Eo, +.» E (0n) son independientes. Esto es intuitivamente claro: 
urante la existencia de un número infinito de partículas independien- 
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tes, la caída de tal o cual número finito de partículas en 
Ja zona 1, no influye en el número de partículas-que caen en las zonas 
Las >, Un que no se cortan Con Or. 

Pasemos a la deducción de la fórmula (2.3). Cuando están fijados 
V y r, cada una de las partículas existentes 7 cae en una de las zonas 


ù= V con las correspondientes probabilidades pj AR i= 


=0, 1, ..., n, donde por vẹ habíamos designado al complemento 
o Uva U ... U_0 hasta toda la zona V. Dividamos nuestras parti- 
culas Es --., E, en n+ 1 grupos de as kas To partículas en 
el grupo correspondiente k, +... + kn = k, ro = k; el número 
de variantes distintas en tal división es igual a qy- rry (Véase 
(1.6)). El suceso {Ẹ (01) = ki, . - ., E (0n) = kn} aparece entonces 
y sólo entonces, cuando un grupo determinado de £, particulas cae 
en la zona v, un grupo determinado de ką partículas cae en la zona 
va, ete. (las restantes ro = r — k partículas caen en la zona v). Una 
partícula tomada por separado, independientemente de las otras 
partículas, cae en la zona correspondiente v; con la probabilidad 
indicada anteriormente p, i=0, 1, ..., n, y por consiguiente, 
la probabilidad de que un grupo determinado de k, partículas caiga 
en v, otro grupo de kz partículas caiga en vz, etc. será igual al pro- 
ducto ppt». . piap. Las distintas variantes de división en los 


grupos indicados dan py — eryr resultados incompatibles, cada 


uno de los cuales tiene la probabilidad indicada anteriormente 
pu... piap y por consiguiente, el suceso {$ (0i) = ku 

- «+ E (0n) = kn), que coincide con la unión de esos resultados, t 
la probabilidad 


1 
OS (2.4) 
Utilicemos la fórmula de Sterling según la cual 
no Vare, (rk)! ~ Vm Renton, 
Para los valores fijados ky, ..., kn Y r— oo tenemos 
T roya k r-a 
Van aj) 


a 
er (Ar) =op 


y 


$ [0 =IV|—(Jwslt -+ loal) 
pr {i= edt loe y7- 


=(1- Alten 1) y ¿att +H eb, 


T 
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En total para ro y el valor constante A=7/|V | tenemos 


lonja 
LA] gi 


x ein Hoah, 


es decir, en el límite obtenemos la fórmula (2.3). 

La distribución de Poisson (2.3) se determina por un solo pará- 
metro A, 0<2< oo, que es el número medio de partículas en la 
unidad de volumen: A = MẸ (0)/|v| (véase (1.14)). Esta distribución 
posee las siguientes propiedades específicas: 

a) para las zonas que no se cortan Os, . . ., Ua, las magnitudes 
aleatorias E (01), . . .. E (Un) son mutuamente independientes; 

b) la probabilidad de caer en la zona v tal o cual número de partí- 
culas no depende de la disposición de la zona v en el espacio fásico 
(sólo depende de su volumen |v |); 

c) la probabilidad de caer una particula en la zona de volumen 
pequeño |v |, con exactitud hasta de un infinitamente pequeño de 
orden superior, es proporcional a |ø |: 


PE0=1)=2Jolem=A Jo | Hollo 


y la probabilidad de caer más de una partícula en la zona de volumen 
v 
lo 


| es u cantidad infinitamente pequeña de orden superior para 
[>0: 


PEOS 5 LIL ca0(0]). 


Mostremos, que para cualquier distribución de las particulas, que 
satisfaga a las condiciones a), b) y c) indicadas, anteriormente, es obli- 
gatoria la distribución de Poisson. 

En esencia, sólo hay que mostrar que tiene lugar la fórmula (2.2) 
(de donde para la condición a) se deduce también la fórmula más 
general (2.3). Utilicemos el mismo modo de división de la zona v 
en pequeñas celdas A, k=1,..., n (de volumen | A, | = Ll), 


como en el punto 2 del párrafo anterior (compárese con (1.9) y demás). 
Debido a las condiciones a) y b), la probabilidad del suceso 


E(84)=1 p=1 k, $ (åp) =0, 
p=k+1 n} 
es una misma para todas las combinaciones (i, ---, ia), (irti, + 
+ +, ln) y es igual al producto 
(PE(A) = IMP E(A1) =0)% 
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y debido a la condición c), para n= co la probabilidad de que 
caiga más de una partícula en cualquier celda no supera a la suma 


2 PE(81)> 1)=1-0(]41 |) 0, 


E 
y por consiguiente, suponiendo que 


p=PA)= =a LL 40(5). 


para n=» œœ obtenemos (véase (1.13)) 
PE) =k) > 1104 168 2 
Y PRAL p=,- ,5(81,)=0, p=k+ l, 00 11)= 


tp 
= CP (E (A) = IP (A) = 0 ~ r 
TS odr A 
donde a = np = À |v |. 

Señalemos además la siguiente característica de la distribución 
de Poisson: bajo la condición de que caigan justamente r particulas 
en una determinada zona V, su distribución dentro de esta zona será 
tal, como si las hubiesen tirado al azar en V, independientemente una 
de otra; más exactamente, las magnitudes vectoriales Ey, . . ., Er, que 
describen la posición de estas particulas, serán independientes y estarán 
distribuidas uniformemente en la zona V (con una densidad de probabili- 
dad de la forma (2.1). 

En efecto, para cualesquiera zonas que no se cortan Vy, . . -, Un 
la probabilidad convencional P(E(0)=k;... E(0) = 
= kn 1 E(V) =r} es 


Pito) =ks, +...» Elon) 


kn, Elvo =rot 


A] 

Alo po Al ne p= ¿nd >< Hont+eo 
= n - 
hý [CILA e-N 

G] 
ZN A 


mar aii api 
E IRT PË ++ PRP 


lo que demuestra nuestra afirmación (compárese con (2.4)). 
Ejemplo (proceso de la desintegración radiactiva). Como es conocido, 
el radio (Ra) con el transcurso del tiempo se transforma en radón 
(Rn). El núcleo del átomo de Ra que se desintegra emite la llamada 
partícula æ (núcleo del átomo de helio He). La desintegración de un 
átomo por separado de Ra se realiza independientemente del estado 
de otros átomos de la substancia y la emisión de rayos œ se representa 
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en sí a un flujo de una gran cantidad de partículas independientes. 
Es natural esperar, que la distribución de las partículas œ en el 
tiempo será la distribución de Poisson; la probabilidad de que el 
número E (A) de partículas æ emitidas sea igual a k durante el inter. 
valo de tiempo A, deberá ser 


PRASA A ea, 0, hoa 2.5) 


donde | A | es la amplitud del intervalo de tiempo examinado, y A 
es el número medio de partículas œ emitidas en la unidad de tiempo: 


e ma (el proceso de desintegración radivactiva será examinado 


más detalladamente en el siguiente punto 2). Este resultádo se con- 
firma bien con los datos experimentales!). 

Naturalmente, la distribución de Poisson se origina no sólo al 
examinar el flujo uniforme de partículas independientes. 
Digamos, se puede tratar de una corriente homogénea de exigencias 
que se reciben en un determinado sistema de servicio (por ejemplo, 
al surtidor de gasolina llegan los autos, se reciben peticiones en el 
buró de información, en la estación telefónica se registra un flujo 
de fallos en los abonados, etc.). En general, la cuestión puede tratar 
sobre wna corriente homogénea de sucesos independientes, registrados 
en el tiempo: Jos momentos de aparición de estos sucesos se puede 
interpretar como «partículas» distribuidas aleatoriamente sobre la 
recta real (eje del tiempo). Si en el intervalo de tiempo A se cumplen, 
para el número de sucesos E (4), las condiciones descritas anterior- 
mente a), b) y c): 

a) para los intervalos de tiempo que no se cortan Ay, +. -, Ans 
las magnitudes aleatorias E (Ay), ..., Ẹ (An) serán independientes; 

b) la probabilidad de tal o cual suceso en el intervalo A no depende 
del origen de recuento del tiempo (no depende de la posición de A en 
el eje de tiempo); 

c) la probabilidad de aparición del suceso en un pequeño intervalo 
de tiempo A es proporcional a la amplitud | A | de este intervalo, 
y la probabilidad de aparición de más de un suceso, tiene un orden 
infinitesimal superior en comparación con | A |, entonces a tal co- 
rriente de sucesos se la llama de Poisson y la distribución de proba- 
bilidades E (A) se describe por la fórmula (2.5). 

2. Tiempo de espera del suceso aleatorio. Examinemos los lanza- 
mientos sucesivos de la moneda hasta la primera caída «cruz», con- 
siderando que la moneda se lanza una vez en la unidad de tiempo. 
Está claro que la duración de la prueba (tiempo de espera de la «cruz») 
es aleatorio casual, con ello, debido a la independencia de las pruebas 
por separado (lanzamiento de la moneda) en cualquier momento 


1) Véase, por ejemplo, el libro citado anteriormente de W. Feller. 
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£<0, la posición del observador no será nada mejor (en sentido 
del tiempo de espera de «cruz») que en el momento inicial £ 
la probabilidad de esperar después del momento £ un tiempo más 's, 
es la misma que esperar este mismo tiempo s a partir del momento 
inicial; más exactamente, si v es el tiempo de espera, entonces para 
la condición + > £ deberá ser 


P(t>t+slt>ĝ) 


PH> 3. (2.5) 


En efecto, para cualquier t= 0, 1, el suceso {t> t} sig- 
nifica que en £ pruebas independientes no caerá ni una vez «cruz» y- 


P> H= p, 1=0,L... en 


donde p = 1/2 es la probabilidad de que caiga «cruz» en cada prueba 
por separado, por eso 
Pit>t+s} 


>si 5 


La relación (2.6), considerada por sí misma, es característica para 
el tiempo de espera t de tal suceso A, cuya espera hasta el momento £ 
de ningún modo aproxima, prácticamente, su aparición. En esta 
situación, en el ejemplo más elemental que fue expuesto anterior- 
mente, la distribución de la magnitud aleatoria v será tal que 


P> her, 1>01 (2.8) 


donde 4 es un determinado parámetro (4 > 0); para el valor discreto 
de t= 0, 1, la fórmula (2.8) puede ser escrita en la forma (2.7) 
si ponemos p = 1 — e», 

Para el valor discreto de £ esta distribución de probabilidades se 
llama distribución geométrica: 


Pr (k) = e — e = p(1— py, 
kl. Lo... (2.9) 
Para el valor continuo de ‘f, 0< £< œ, la distribución (2.8) 
tiene una densidad de probabilidad 
I de-M para £>0, 
0 para 1<0 
(ya que la función de distribución + es Fs () = 1 — P (t> t} 
y pe (f) = F; (8); tal distribución se llama exponencial. El parámetro 


indicado A tiene un sentido probabilístico sencillo, es decir, 1/A es el 
tiempo medio de espera 


1—p =P (>). 


p)= (2.10) 


== | tos. (2.11) 
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Deduzcamos la fórmula (2.8) de la relación (2.6) suponiendo que 
+ = 0, sólo cuando la probabilidad es igual a cero, y que en caso del 
tiempo continuo, la magnitud v tiene para £>Ú una densidad de 
probabilidad continua. Determinemos la función f (£) por la igualdad 
F(N = P {t> £); según la fórmula de la probabilidad total 


P {t> 1+5)= P {t> s}-P > 


y, por consiguiente, la función f (£) será tal, que para cualesquiera 
5. 1>0 

F+ 8 =F 590, 
o bien 


log f (s + 1) = log f (s) + log f (0, 


siendo f (0) = P {t> 0} = 1. Para el valor discreto de ¢ = 0, 1, 
obtenemos de aqui que log f (1), log f (0) = 0 es una función lineal: 


log f (1) = t log f (1) 


y 
F= (1— p) =e, donde p= 1—} (1) = P {r= 1). 
Para el tiempo continuo t (en condiciones de que existe la densidad 

P: (i) =—f' (t+ 0), 1>0) la diferenciación por s nos da 


EDO! 
Ta ~ FS’ 


de donde para s = 0 obtenemos 


donde — 4 = f’ (0) < 0, ya que f (0) = 1 es el valor máximo de la 
función f (} = P {t> t}, £>0. Por consiguiente, f(f) = e>, 
lo que se exigía demostrar. 

Ejemplo (modelo de la desintegración radiactiva). Anteriormente JA 
recordamos que la distribución de las partículas a emitidas por el radio 
es la distribución de Poisson. Supongamos, que la transformación del 
radio Ra en radón Rn (en la que se emiten partículas a) se realiza de 

„tal modo que en el intervalo de tiempo (fo, 1) un átomo de Ra tomado 
por separado se transforma en un átomo de Rn con una determinada 
probabilidad p = p (f), dependiente de la amplitud t= f — to 
del intervalo examinado. 

Si hasta el momento ż, no ocurrió la transición Ra — Rn, entonces 
en el nuevo momento inicial f, trataremos del mismo átomo de Ra 
y la transición Ra > Rn en el tiempo sucesivo s = fs — t,, de acuerdo 
a nuestra suposición, deberá realizarse con la correspondiente pro- 
babilidad p (s). Evidentemente, el tiempo t de espera de la desinte- 
gración Ra — Rn del átomo dado de Ra (empezando desde el momento 
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ti) satisface a la relación (2.6), ya que la probabilidad condicional 
P {t> t+ s | t> £) es la probabilidad de que el átomo Ra con- 
servándose hasta el momento 4, no se desintegra tampoco en el siguien- 
te intervalo de tiempo (t,, f), y por suposición, esta probabilidad 
(así como la probabilidad P ft > s)) es igual a í — p (8), s= fs — t. 
Por consiguiente, el tiempo de espera tiene Ja distribución exponen- 
cial de probabilidades (2.8). 

Aclaremos el sentido físico de la constante correspondiente A. 
Ya sabemos, que 1/2. es el tiempo medio de espera de la desintegración 
Ra > Rn para un átomo por separado (véase (2.11), es natural consi- 
derar, que la constante à es una misma para todos los átomos de Ra. 

Designemos por ne la cantidad de radio (digamos, el número de 
átomos de Ra) en el momento inicia) f. Cada átomo de Ra por sepa- 
rado se desintegra (Ra — Rn) en el tiempo £ sucesivo con la proba- 
bilida 


p()=1—=eM, 
y si designamos por E (f) al número de átomos Ra desintegrados en 


este tiempo (que coincide con el número de partículas a emitidas) 
entonces el valor medio ME (f) será 


ME(O = nop (0 = no (1 — e-^). 


Por consiguiente, la cantidad restante de radio después del tiempo 
t será en su media 


n (f) = M (no — E(0) = no — MẸ (f) = ng, 


La dependencia exponencial de £ puede ser caracterizada no sólo 
por el exponente A, sino también por la llamada constante 7 de semi- 
desintegración, definida como el tiempo durante el cual se desintegra 
exactamente, la mitad de la substancia inicial; para hallar 7 tenemos 
la ecuación 


n=, 


que da el valor T ='22 (para el radio ha sido hallado experimen- 
talmente T = 1590 años). 

Examinemos ahora un modelo general de la corriente de sucesos 
de Poisson, en el cual se supone que, independientemente de cuándo 
y cuántos sucesos se realizaron hasta el momento corriente to, en el 
intervalo de tiempo (to, f4) aparecen exactamente fe sucesos con la 


correspondiente probabilidad 40 e=», £=0, 1, ... (donde t=t—t). 


Vemos que el tiempo aleatorio de espera (después del momento to) 
del suceso de turno tiene una distribución exponencial de probabilidades 
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con el parámetro ^: 
P {t — b> 1} = P (lt, 4) = 0} = e, (2.12) 


donde z; significa el momento de aparición del suceso (el primero des- 
pués del momento fo), y E (to, 4) es el número de sucesos en el inter- 
valo de tiempo (to, 4); el parámetro A de esta distribución exponencial 
es el mismo que en la corriente inicial de Poisson (à es el número 
medio de sucesos ocurridos en la unidad de tiempo). 

Por consiguiente, en la corriente de sucesos de Poisson, incluso 
después de una larga espera del suceso de turno, éste se realiza en el 
siguiente intervalo de tiempo (f, f) con la misma probabilidad 
1— e7, s= f — hi, como si no hubiese habido nunca ninguna 
espera y' 11, fuese el momento inicial de observación (f4 = to): 


Plu—t>t+s][u—th>!= =e»=P(1,—t >). 


Supongamos que T;, . . ., Tn son los momentos aleatorios, en que 
se realizan, siguiendo uno a otro, los sucesos de la corriente de Poisson 
examinada. Tomemos un momento arbitrario f, T, < -4 < Ta. Des- 
pués del momento £,, el suceso de turno aparece, independiente de t4, 
durante el tiempo ¿con la probabilidad 1 — e-^, y por eso, la pro- 
babilidad condicional de que {t2 — f < 1) para cualquier ti, T; < 


<h es 


P(—4S<1 |, a Sh) = l e, 


= f, obtenemos 
= 4) = Pà — nu S iltu = hu) = e e, 

Se ve que la densidad condicional de probabilidad p (£ | £), £> 0 
de la magnitud t: — t, a condición de que t, = (, para todos los 


f > lo es una misma e igual a ñet, Por consiguiente, (según la 
fórmula (3.1)) la densidad «incondicional» es 


De aquí, para T, 
P(m—4<!I" 


pid= Í PUE) Prs (fi) di = e=», 


es decir, la amplitud del intervalo de tiempo t3 — T; tiene también 
la distribución exponencial con el mismo parámetro A: 


P {f n> =e, t>0. (2.13) 
Consideraciones análogas, referentes a los mementos Tni Y Ta, 


permiten concluir que independientemen te de los momentos de apari- 
ción de los sucesos anteriores Ti, Tae, -. -, Tn-1 (lo que significa 
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también que, independientemente de los intervalos T2-— Ti + 
esos Tai — Ta- Ta — bo) 
P [am ma > ¿7 To ++ Taah m P {a — > Ml 
=e, (2.14) 


Como resultado llegamos a la siguiente conclusión: los intervalos 
UU — lor Ta — Tis + - +» que separan los sucesos de la corriente de Poi- 
sson que aparecen sucesivamente, son magnitudes aleatorias indepen- 
“dientes, que tienen la misma distribución exponencial con el parámetro 
2 (A es el número medio de sucesos realizados en la unidad de tiempo). 

Sean Es, En, - . . magnitudes aleatorias independientes que tienen 
la misma distribución exponencial con parámetro A; supongamos que 


Sa = bi Horo Eno (2.15) 


Si $= Tı — to le =1:—%1 +. . son los intervalos en los 
sucesos de la corriente de Poisson, entonces la magnitud aleatoria Sa 
es igual al tiempo de espera del suceso n según el cálculo; Sa = Tn — 
— to. Evidentemente, el suceso {Sa < 1) significa que en el tiempo 
£ por lo menos se realizó n sucesos y, por consiguiente, la función de 
la distribución de probabilidades de la magnitud no negativa S, es 


a-i 
P(S <= Y Len, a0 
Ño 


Diferenciando esta expresión por £, hallamos la densidad di je 
bäbilidad correspondiente, que tiene la foma o Pro 


p= n e-m, 1>0 (2.16) 

(P (À = 0 para £< 0). 
La distribución de probabilidades obtenida entra en la familia 
de las tal llamadas «distribuciones gamma» (en adelante nos pondremos 


en conocimiento con algunas de ellas). La densidad 
«distribución gamma» se da por la a 


e 
CS A pare, 


2.17) 
O parat<O, pan 

donde a, $ son parámetros positivos, y 
P (a) = | teta (2.18) 


SN Pn) =n) 
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es la llamada función gamma de Euler. La distribución (2.16) se 
obtiene para a = n, $ = A; para n = 1 la cuestión se refiere a la 
distribución exponencial. 

Como conclusión de este punto nos detendremos en un hecho, que 
puede parecer paradójico a primera vista. Precisamente, examinemos, 
como anteriormente, la corriente de sucesos de Poisson: independien- 
temente, de cuándo y de cuántos sucesos se realizaron (o se realizarán) 
fuera de un determinado intervalo de tiempo (s, /), en este intervalo 
ocurren k sucesos con la correspondiente probabilidad 


Le a, 40, 1, 


Supongamos que los sucesos se registran en el eje de tiempo —oo < 
< t< œ y el observador, que llegó en determinado momento to, 
se interesa por los intervalos entre el suceso anterior (el momento 
de su aparición lo designamos por T.) y el suceso siguiente cuyo mo- 
mento de aparición lo designamos por T,, como anteriormente. 

Nosotros establecimos que los intervalos (digamos ts — y, 
— Ta, etc.) entre los sucesos consecutivos, lo mismo que la magnitud 
Tı— fo, tienen una distribución exponencial con el parámetroA. 
Se podría pensar que la diferencia (t, — 1.1) tiene la misma distri- 
bución, aunque, surge en seguida la incomprensión debido a la desi- 
gualdad (t, — 1-1) > (1; — lo), de la cual se deduce, que las magni- 
tudes indicadas no pueden tener una misma distribución de probabi 
dades, Se puede abordar la solución del problema sobre la distribución 
de la magnitud (t, — 1.1), teniendo en cuenta la circunstancia de 
que la dirección del transcurso del tiempo no influye en nada sobre 
las leyes probabilísticas de la corriente de sucesos de Poisson, ellas 
serán también las mismas para la corriente de sucesos «invertida hacia 
atrás» (formalmente, se obtiene con el cambio de la variable £ por 
—t, —o0 < t< œ). Por consiguiente, para cualquier momento to 
fijado, de modo que t., < f< t; no sólo, la magnitud (1, — to), 
que es el tiempo de espera del suceso de turno, tendrá la distribución 
exponencial de probabilidades, sino que también deberá poseer esta 
propiedad la magnitud (t— T-;), que es el tiempo de espera del 
suceso de turno en la «corriente invertida», Además de esto, como. 
ya indicamos, la magnitud (t, — to) no depende de cuándo se realizó, 

recisamente, el suceso anterior al momento fọ y de tal modo, para 
la condición t< to < tı las magnitudes (t, — ta) y (fo — 1-1) 
serán independientes. Por consiguiente, la distribución de la dife- 
rencia (t, — 1-1), que es el intervalo entre los sucesos vecinos (a con- 
dición de que t, < fọ < Tı, para un determinado momento fi- 
jado t), será la misma, que en la suma (t, — to) + (fo — 1.1) 
de dos magnitudes independientes, que tienen la misma distribución 
exponencial (la densidad de probabilidad correspondiente se da por 
la fórmula (2.16) para n = 3. 
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$ 3. PRUEBAS DE BERNOULLI. 
MOVIMIENTO BROWNIANO 
Y DISTRIBUCIONES 
DE PROBABILIDADES LIGADAS 
A ESTE 


1. Pruebas de Bernoulli y distribución binomial. Aproximaciones 
de Poisson y normal. Las pruebas iguales e independientes entre sí, 
en cada una de las cuales se examina un determinado suceso A, que 
aparece con una misma probabilidad positiva p = P (A), se denomi- 
nan pruebas de Bernoulli. El propio suceso A se llama, convencional- 
mente, «éxito» y el suceso complementario A que aparece en cada 
una de las pruebas examinadas con la probabilidad q = 1 — p, con- 
vencionalmente se llama «fallo». 

Designemos al «éxito» en la. prueba por separado con la unidad 
(1), y al «fallo» con el cero (0). Entonces cada resultado elemental 
W = (Oi, . s 01) de n pruebas da la sucesión correspondiente de 
ceros y unidades (w; = 1 con la probabilidad p y ©; = 0 con la pro- 
babilidad 1 — p). La probabilidad P (w) del resultado elemental w, 
para el cual aparece justamente £ veces el «éxito» y n — k veces apa- 
rece el «fallo», debido a la independencia de las pruebas por separado, 


i 
P (0) = pg, 


Examinemos la magnitud aleatoria E, igual al número total de 
«éxitos» en n pruebas de Bernoulli: E (w) = k, si aparece justamente 
k veces el «éxito» en el resultado elemental w. 

El número de resultados distintos w, que conducen a un mismo 
número k de «éxitos», es igual al número de combinaciones de n toma- 


dos en grupos de k, que alcanza a Ao: Todos estos 


resultados œ tienen una misma probabilidad P (w) = p'g""", de 
modo que el suceso (E = k) tiene la probabilidad Chp"q"-". Por lo 
tanto, la distribución de las probabilidades de la magnitud aleatoria 
E se da por la fórmula 


Py (k) = Chp, k=0, 0... n (3.1) 


Esta es la distribución binomial (fig. 12), que ya apareció antes 
(véase (1.10) al examinar el esquema de la urna, en el cual el «éxito» 
era la extracción de la bola blanca, y el «fallo» la extracción de la 
bola negra. Ella se da por dos parámetros: por la probabilidad de un 
«éxito» por separado p y por el número n de pruebas. 

Es útil indicar, que la magnitud aleatoria E es la suma de n mag- 
nitudes independientes Es, . . .. En que se determinan del siguiente 
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modo: E, = 1 si aparece el «éxito» en la prueba f-ésima y Ex =0, 
si en esta prueba aparece el «fallo»: 


=5+...+E. (3.2) 

Si observamos que 
Mgr 
DE, = MEL — (MẸa)? = p — p* = p (1 — p) = pq 
entonces utilizando (3.2), obtenemos para la esperanza matemática 
y la dispersión de la magnitud aleatoria E la siguiente expresión: 
ME=np, DẸ= npg. (3.3) 
Para un gran número n de pruebas y una probabilidad p relativa- 
mente pequeña, cuando cada unó de los éxitos es un suceso relativa- 


iS, 


2 4 e a w OR 

Fig. 12. Los puntos en los gráficos significan las probabilidades binomiale 

Py (k) = CÌp^(1 — p)n-h, k = O, L, ..., n, para n= 20, que responden a 
parámetro p = 0, l, 0,3, 0,5, respectivamente. 


mente raro, pero el número medio de «éxitos» np es suticientemente 
grande, se puede considerar que 


PL) Re, k=O, ly oc. (3.4) 


donde a = np es el número medio de éxitos (véase (1.12). Esta es la 
e iaa aproximación de Poisson para la distribución binomial 
ig. 19). 

En las aplicaciones, las pruebas de Bernoulli sirven, frecuentemen- 

te, para la determinación experimental de la probabilidad 
p= P (A) 

de tal o cual suceso A (del «éxito» en una prueba por separado) para 
cuya valuación empírica se toma la frecuencia observada del «éxito» 


+25) (8.5) 
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Debido a la ley de los grandes números 
p= limt 
me n’ 


con ello, la desviación media cuadrática de lá valuación 2% de Ja 


probabilidad desconocida P (A), tomada por el observador, desde su 
Plk) 
e a=2 
02 


2 4 6 A W 124 6 18 20k 


Fig. 13. Los puntos en los gráficos significan las probabilidades de Poisson 

P, (k) = ge? k=O, l, ..., que responden al parámetro A= 2, 6, 10, 

respectivamente (A = np para a = 20,3 p = 0,1, 0,8, 0,5; compárese con la 
ig. 12). 


verdadero valor p, llega hasta 
12, J-LE./Z. 


A 
donde Sa = Y Ex sólo es la nueva designación para el número de 
«éxitos» en las n pruebas independientes. De tal modo en la repre- 


sentación iet 
= Vs 


Món tiene el valor medio 0 y la 


dispersión 1: se ve que la desviación probable de la frecuencia LM 


n(4) 
n 


la magnitud aleatoria S$ 


del valor desconocido de p es del orden a . Más exacto es el resul- 
tado siguiente. 


Teorema (de Moivre—Laplace). Para n > œo la magnitud aleatoria 
Si tiene una distribución de probabilidades limite, a saber 


A 
lím PESSA fedr (3.6) 


para cualesquiera valores fijados x', x", (Y < x"). 
701104 
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Esta es la llamada distribución de probabilidades normal (o de 
Gauss) con la densidad 


p(x)= Ja 


ean, — o <x <0. (8.7) 


Pasemos a la demostración de la relación límite (3.6). La magnitud 
normalizada S$, según el caso, toma uno de los valores x de la forma 


R=0,1l,..., 1, 


"=N 

Vnpg 

que dividen los segmentos [7 va ] en intervalos iguales 
npg 

de longitud 


siendo 
PS) Ps) = TA, k=O, da cc, ne 


Evidentemente, para n— 00 
k= np Vapgx>>o, n—k=1q—Vnpqx-» oo 
uniformemente según x, x’ < x < x”. Utilizando la fórmula de Ster- 

ling obtenemos, que 
YH nren ES 
V2nk kreh Y Za (n— k) (a — Ryu henni 


ld A 


= T P 
+ VE » y ng * 
y utilizando el desarrollo 


Psa (k) ~ 


Luego, 


In(l+an) 00h 
(para &n—> 0) obtenemos que 
mm Ey” =—kn(1 +V $ £ x) -—lnp+Vnpqx) x 
VAS np 
a—am(1-/Lx)- 
Y FA, 
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Sumando estas expresiones llegamos a la siguiente relación: 


(A -A 
y, por consiguiente, 
tn (P) (a ee 


V [5] ~Va 


y como resultado os que 
PS 77 An, de 


Luego, 


Vir 
siendo uniforme por todos los x= 42, y<xex. Por con- 
va 
siguiente, 
PISI=2 == Aho (Aa) 
uniforme por aa x= e, x<x<x" y para noo 
Pir <Si<x)= Y) P {S= 
= y: 
Eg 
x)? ji 
x 2 le-PRAx+0(Ax)]= 7E 
m 
23/2, wmr I eaa 
xe Artola zz je aya 


Jo que se exigia demostrar. 
De tal modo, para la distribución de probabilidades de la magnitud 
aleatoria Sj tenemos la siguiente aproximación (normal): 


P {x < Si <x") ~ O (x°) —0 (1), 
donde 0-77 j e-wi2 du es la función de distribución de 


probabilidades normal (con la densidad (3.7) (fig. 14). Una apro- 
ximación algo más exacta de la fórmula!) es 


Pess ro (e, 


2) Véase, por ejemplo, el libro citado anteriormente de V. Feller. 
7 
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donde a Para la diferencia de las funciones de distri- 


buciones F (1) =P(S3<x) y D(x) se tiene la siguiente valuación 
(véase más adelante (4.19)): 


spia- w< , (3.8) 


donde C< ELE. 
Vo 
Para comodidad de los lectores más adelante se expone la tabla 


2 de la función de distribución normal owy f e-du. 


diz) 0% 
0 
02 
0 


0 
2 Jz AS 


Fig, 14. Vista general de la función de distribución normal de probabilidades 
9 (x) con los parámetros (0,1) y de la densidad de probabilidad respectiva. 


2. Proceso del movimiento browniano. Distribución de probabili- 
dades del máximo y momento de su consecución, Imaginémonos a una 
partícula suspendida en un líquido homogéneo. Ella sufre unos cho- 
ques caóticos con las moléculas del líquido en resultado de lo cual 
se encuentra en un movimiento continuamente desordenado. 

De modelo análogo discreto de tal proceso puede servir el siguiente 
modelo de la fluctuación aleatoria. La partícula cambia su posición 
sólo en momentos discretos de tiempo, múltiplos de A1. El cambio de 
posición ocurre de tal forma que encontrándose en el punto x, la 
parienta independientemente del comportamiento anterior pase con 

las mismas probabilidades a uno de los puntos vecinos x + Ax ó 
x— Ax, siendo una misma la desviación Ax para todos los puntos x 
(se trata sólo de una de las coordenadas de la partícula, en el caso de 
la fluctuación aleatoria unidimensional). En el límite, cuando de 
un modo determinado Af—> 0, Ax— Ô se obtiene la fluctuación 
aleatoria continua, para el proceso físico del movimiento brow- 


niano). 


1) Véase, por ejemplo, el libro de A. Ya. Jinchin «Leyes asintóticas de la 
deoría de dorolabtiidadess ONTI. 1936 (cap. 3). 
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Tabla 2 
z ] ow | z | ow L x ow 

0,0 0,500 000 1,5 0,933 193 3,0 0,998 650 
0,1 0,539 828 1,6 0,945 201 3,1 0,999 092 
0,2 0,579 260 1,7 0,955 435 3,2 0,999 313 
0,3 0,617 911 1,8 0,964 070 3,3 0,999 817 
0,4 0,655422 1,9 0,971 283 3,4 0,999 663 
0,5 0,691 462 2,0 0,977 250 3,5 0,999767 
0,6 0,725747 2,1 0,982 136 3,6 0,999 841 
0,7 0,758 036 2,2 0,986 097 3,7 0,999 892 
0,8 0,788 145 2,3 0,989 276 3,8 0,999 928 
0,9 0,815940 2,4 0,991 802 3,9 0,999952 
1,0 0,841 345 2,5 0,993 790 4,0 0,999 968 
1,1 0,864 334 2,6 0,995339 4,1 0,999 979 
1,2 0,884 930 2,7 0,996 533 4,2 0,999 987 
1,3 0,903 200 2,8 0,997 445 4,3 0,999 991 
1,4 0,919243 2,9 0,998 134 4,4 0,999 995 
4,5 0,999 997 


Designemos por E (1) la posición de la particula browniana en el 
momento de tiempo f. Supongamos que en el momento inicial de 
tiempo ż = 0 la partícula se encuentra en el punto x = 0. 

Durante la fluctuación discreta en el tiempo t ella realiza n =% 
pasos, entre los cuales se realiza un número aleatorio determinado 
de pasos en dirección positiva. Si designamos por Sh al número de 
pasos en dirección positiva, entonces el desplazamiento total en direc- 
ción positiva será SAx y en dirección negativa, (n — Sn) Ax. De tal 
modo, el desplazamiento total E (1) en el tiempo f = nât está ligado 
con el número S, por la siguiente igualdad: 


E (0) =1S, Ax — (n — Sa) Axl.= (25, — n) Ax. 
Si consideramos que Ẹ (0) = 0, entonces 
E (e +1) = 15 (5) — E(0)1 + [E (t+ 5) —E (91 


para cualesquiera s, £ > 0. Evidentemente, en el modelo de la fluc- 
tuación aleatoria descrito, las magnitudes E (s) — E (0) y Ẹ (£ + s) — 
— E (s) son independientes, siendo la distribución de pro- 
babilidades del incremento E (2 + s) — Ẹ (s) exactamente igual que 
la del incremento E (9) — E (0). Por eso, para la dispersión DE (£ + s) 
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con cualesquiera s, 1>0, tiene lugar la igualdad 

DE (1 + s) = DIE (s) — E (0) + DIE (£ + s) — E (9)! = 

= DE (s) + DE (0). 

Se ve que la dispersión DE (1) como función de £, varía linealmente 

con el crecimiento de £ y de tal modo 
DE (N= ot, 0<t<oo, 

donde o? es una determinada constante llamada coeficiente de difusión. 
Por otra parte, se puede calcular, fácilmente, que la dispersión del 


desplazamiento durante el tiempo £ (o de otra forma, durante n pasos, 
n = y) es DE (9 =(Ax)* ¿7 - Como resultado obtenemos la siguiente 
relación entre Ax y At: 
a ot 
At e 


Los pasos realizados por la particula no dependen uno de otro, 
los podemos considerar como pruebas de Bernoulli, con la proba- 
ilidad del «éxito» p = 1/2, que la tomamos como un paso en direc- 
ción positiva. Entonces S,, que es el número de pasos en dirección 
positiva, será igual al número de «éxitos» en las n pruebas de Ber- 
noulli. Con esto, la posición de la particula en el momento £ estará 
ligada a la magnitud normalizada Sio gz OSa — n) del siguiente 
modo: 


E= SVa Ax = SiV i- Sto VÍ. 


„Utilizando el teorema de Motvre—Laplace (véase la relación 
(3.6), obtenemos que la distribución de probabilidades de la magnitud 
aleatoria E (f) en el límite se da por la fórmula 


m 
P {x< r< Y) = lim P <S) = i | ede. (3.9) 


Atao 


é 
La fórmula (3.9) da no sólo la distribución de probabilidades de 
la magnitud E (1), que es la posición de la partícula browniana en el 
momento +, sino también la de cualquier desplazamiento de la parti- 
cula que fluctúa aleatoriamente en el tiempo +, ya que debido a la 
homogeneidad del proceso examinado, para cualquier valor de E (s), 
el incremento E (t + s) — E (s) tiene la misma distribución de pro- 
babilidades que el incremento E (1) — E (0) = E (f, a saber: 


p [v <ta í 


Bcr) -yf eras 
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En la fig. 15%) están representadas algunas trayectorias experi- 
mentales del movimiento browniano. i 

El modelado del movimiento browniano se puede realizar con 
ayuda de la llamada «fabla de Galton». Este dispositivo representa 
en sí una tabla lisa con clavitos dispuestos simétricamente; se lanza 
desde arriba una bolita («partícula browniana») que en su movimiento 
hacia abajo tropieza con los clavitos («moléculas») y se desplaza cada 


EU) 
800 


200000 


trayectoria ] 
kd g 


Fig. 15. Trayectorias experimentales del movimiento browniano con coeficiente 


de difusión o = 1. 


vez con la misma probabilidad en una distancia A a la izquierda o a la 
derecha; después de n choques (r es igual al número de clavitos según 
la vertical) la bolita ocupa una determinada posición E sobre la recta 
horizontal OX, cayendo en el intervalo lx”, x”) con la probabilidad 


1 
Va 


(consideramos que en la escala elegida A V7 = 1); de hecho la bolita 
cae en una de las celdas que dividen al eje OX en pequeños intervalos 
Ixa, Xr+] de igual longitud Ax. 

Si tomamos un número N de bolitas, suficientemente grande, 
entonces de acuerdo a la ley de los grandes números, el número N, 


e 
Pl <E<x) >= j e-t dx 


1) Véase H. O. A. Wold. (Editor), Bibliography on time series and stochas- 
tic processes, rer and Boyd, Edinburgh and London, 1965, (págs. 10-11). 
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NM 
TS 


de aquellas que caen en la celda % xa, x»+1), deberá ser tal que 
m P (a SE S sm) = as 


En el modelo discreto, para cualquier valor fijado E (s) = a, el 
movimiento de la partícula browniana a partir del momento s (cuando 
ella se encuentra en el punto a) no depende de su comportamiento 
anterior a este momento. Suponiendo que esta propiedad también se 

conserva en el proceso continuo 
límite del movimiento browniano, 
hallamos la distribución de probabili- 
dades de la magnitud aleatoria Ta, 
o sea, el momento en que por primera 
vez la particula broawniana alcanza el 
punto x= a (considerando, como ante- 
riormente, que la partícula se encuentra 
en el momento inicial £ = 0 en el punto 
x= 0), 

Está claro, que la particula brow- 
niana durante el movimiento en direc- 
ción positiva, obedece a la misma ley, 
que durante el movimiento en dirección 
Fig. 150. Parte de la fig. 18 negativa (en el modelo discreto la par- 

meta qe tícula se mueve a cada paso a la derecha 

oa la izquierda con la misma probabi- 

lidad). Por eso, las magnitudes Ta y T-a (momentos de alcanzar a los 

puntos a y —a), al salir del punto inicial x = 0, tienen la misma 

distribución de probabilidades. Consideramos que a> 0 y hallaremos 
la probabilidad P {ta < £). 

La partícula puede encontarse en el momento 1 más a la derecha 
del punto a, sólo con la condición de que, en determinado momento 
Ta S Í, se encuentre en este punto (ya que durante el movimiento 
browniano continuo, la partícula no puede «saltar» por encima de 
Esto significa formalmente que el suceso (E (f) > a) está contenido 
en el suceso {Ta < t} y, por consiguiente, 


P>alr<) HOZ. 


Evidentemente, la probabilidad condicional P (E () > a | ta < 
< t), a condición de que la partícula se encuentre en a en él momento 
Ta (Ta < f), coincide con la probabilidad de que ella se encuentre más 
a la derecha de a en el momento £ después de salir de a. Pero, de las 
consideraciones de simetría expuestas anteriormente, se deduce que 
la probabilidad de encontrarse en el momento f, más a la derecha 
del punto de partida a, es la misma que la probabilidad de encontrarse 
en este momento, más a la izquierda de a, e igual a 1/2. De tal forma, 
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PE(9 > a | Ta < 1) = 1/2 y considerando, para sencillez, al coefi- 
ciente de difusión o° igual a I, de la igualdad obtenida antes y de la 
fórmula (3.9) obtenemos la función de distribución de la magnitud ta: 


Fal=er<o=P60>)=/7 | etde 1>0 
aria 
Diferenciando por £ la función de distribución, hallamos la den- 
sidad de probabilidad correspondiente: 


Pu (t) = VA Peau 0<t<o (3.10) 
(pra (f) =0 para £<0). 

Es interesante observar que para cualquier punto a la magnitud 
Ta es finita con la probabilidad 1: 


/ P {T0 < oo) = lim P (ra <} Y Ferraz ml 


es decir, la partícula browniana cae más tarde o más pronto en cual- 
quier punto a (en un determinado momento aleatorio de tiempo Ta < 
< 0). 

Conociendo la distribución de la magnitud Tx, o sea, el momento 
de alcanzar el punto z, se puede hallar también, inmediatamente, 
la distribución de probabilidades de la magnitud de máximo despla- 
zamiento de la partícula browniana en el tiempo fijado f. Evidente- 
mente, 


P (máx O> =P (<> vi j e-t du = 


nti 
u Vi $ e~t da 


por consiguiente, la función de distribución de la magnitud E = 


máx E (s) será 
osest 


Fila) = SS AA d 


(recordemos que VE ema YA fernas=1). Sei vs 


que la magnitud E= máx E(s) tiene la densidad de probabilidad 
Ost 


moy Leen, 0<r<o (11) 
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(p: (x) = 0 para x< 0, ya que E > E (0) = 0). Esta es la llamada 
ley normal doble de distribución de probabilidades (como se ve fácil- 
mente, P(E>x) = 2P (E(0 >x). 
Evidentemente, la magnitud min E (s) tiene una distribución 
<eSt 


des 
de probabilidades análoga, y precisamente, su densidad de probabili- 
dad será 


p()= VE eo, —o<x<0 
P(x)=0 para x>0). Es interesante indicar que 
P (máx (5) >0) =P {min (5) <0) = 1 
Ssst << 


y por lo tanto, al salir del punto x = 0, la partícula browniana, en 
cualquier tiempo t, tan pequeño como se quiera, estará tanto más a la 
derecha del punto inicial x = 0 como más a la izquierda de este punto. 
Examinando la trayectoria de la partícula browniana en el tiempo 
(es decir, el gráfico de la función E = E (1), £ > 0), de aquí se puede 
deducir que esta trayectoria continua en un intervalo de tiempo (0, t) 
tan pequeño como se quiera, corta infinitas veces al nivel x = 0, 
tomando un número infinito de veces valores tanto positivos como 
negativos (en otras palabras, la partícula browniana retorna un núme- 
ro infinito de veces al punto inicial x = 0). 

Suponiendo que es continua, la trayectoria de la partícula brow- 
niana E (u), 0< u < t, alcanza su máximo absoluto en un punto 
determinado t, 0 < t< £ (tendremos en consideración el primer 
punto del máximo, si son varios). Hallemos la distribución de la 
magnitud aleatoria +. 

Supongamos que se tiene la densidad de la distribución conjunta 
de probabilidades de las magnitudes aleatorias t y Elm) 6 - 

máx E (u)). Mostremos que entonces, la densidad tiene la forma 

ques 
1 


Pr ls, x) V 
0<s<t, 0<x< 0%. 


Para ello, examinemos al principio la distribución conjunta de 
probabilidades de las magnitudes aleatorias Ta y E, donde Ta, como 
anteriormente, significa el momento en que la partícula browniana 
alcanza por primera vez el punto a> 0. 

Después de caer la partícula browniana en el punto a su compor- 
tamiento ulterior se somete a las mismas leyes, como si este punto 
fuese el inicial desde el propio comienzo. Por eso la magnitud E = 
= máx E(u), que para la condición ta = s, 0 <s< ¢, coincide 

t 


O<ust 
<on la magnitud máx E(u), tiene, para la condición indicada, 
‘Sust 


x 
Fean, (3.12) 
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la misma distribución de probabilidades que la magnitud a + 
áx — E (u), y de acuerdo con la fórmula establecida anterior- 


), tiene la densidad convencional de distribución 


mes) =Y ze o, 


as<x< oo. 
De aquí se deduce, que la densidad p+,, ¿ (s, x) de la distribución 


conjunta de probabilidades de las magnitudes Te, E para 0 <s < f, 
a<x<oo tiene la forma (véase (3.17), cap. 1): 


Pra, $ (S, x) = Pra (5) Ps (41 5) = 


1 


L e-a1/2sg-(x-0)3/2(t-5), 
s 


Por otra parte, para la condición E = máx § (u) = a el punto 
Deus 


+ del máximo coincide con el momento Ta, y por consiguiente, para 
la condición indicada, las magnitudes T, Ta tienen la misma distribu- 
ción de probabilidades. De aquí se desprende que la densidad de pro- 
babilidad de las magnitudes (t, E) en el punto t = s, § = a, coin- 
cide con la densidad de probabilidad de las magnitudes (ta, E) en 
el mismo punto (s, a) ya que 


Pri (S, a) == Pr (s | a) py (a) = Pr, (S |a) pi (a) = pr, g (S, a), 


donde pe (s | x) y pr, (s |x) representan a las densidades convencio- 


nales de las distribuciones de probabilidades de las magnitudes t 
y Ta, para la condición E = x. De la fórmula hallada anteriormente 
para la densidad pr,.« (x, s), cuando x= a, obtenemos 


Pur (s, a) = 


a 


e, 0<s<t, 0Ó<a<oo, 


1 
Vs (1— 
lo que nos da la fórmula indicada anteriormente (3.12). La densidad 
de una magnitud t tomada por separado, o sea del punto máximo de 
la trayectoria browniana E (s) en el intervalo de tiempo 0 <s < £ 
será 


ps (9) ports a)dx= 


E gato dx= 


E 
7 * 


¡DA 


La función de distribución de probabilidades correspondiente tiene 
la forma A 


fdu 
SA 
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Esta ley de distribución de probabilidades lleva el nombre de ley 
del arco seno. La misma distribución de probabilidades tiene también, 
evidentemente, el punto del mínimo de la trayectoria E (s), 0 < s < £ 


£ 
TE 


Se ve (fig. 16) que el comportamiento más probable de la partícula 
browniana es aquel, para el cual el punto extremal de su trayectoria 
eta a en la proximidad de los extremos del intervalo examinado 
[0, £l. 


$ 4. DISTRIBUCION NORMAL 
DE PROBABILIDADES 
Y DISTRIBUCIONES 
LIGADAS A ELLA 


1. Distribución normal multidimensional. Examinemos la dis- 
tribución normal de probabilidades con la densidad 


po(x)= VE edx, —o<x<o. a1) 


La densidad de probabilidad po(x) es una función par, y por eso 
PE A 
VE Jo dx=0 


(es decir, el valor medio es igual a cero). Para calcular la dispersión 


l È ate-=0/2 dx, recurrimos “a la “integral de probabilidad” 
Vi d, 


Hera 5 
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Pongamos xu en lugar de x, para todos los valores 4 >0' 
tenemos 


1 


gya jean 


Diferenciando por el parámetro u en el punto u = 1 obtenemos 
que la dispersión es 


Ma > 
yE T dean di=1. 


Sea En la magnitud aleatoria, que tiene la distribución normal 
«e probabilidades (4.1); como acabamos ss mostrar 


Mi =0, D= 
Examinemos la magnitud aleatoria E ño +a, 0>0. Está 
claro que 
M=, D=o, (4.2) 


la densidad de la distribución de probabilidades de la magnitud 
? será 


CA, o< x< oo. (4.3) 


1 
p(x)= VAs 


La distribución de probabilidades con tal densidad se llama dis- 
tribución normal (o de Gauss); se determina con dos parámetros (a, 0), 
donde el parámetro a es el valor medio: 


= S .(1-a)4/201 

Ya J xe dx, (4.4) 
y el parámetro a, así llamada desviación standard (normalizada), es la 
raíz positiva de la dispersión 


o= yE J (x—a) e--am2o dx. (4.5) 


Para los valores de los parámetros a = 0 y ø = 1, la distribución 
(4.3) corrientemente se Ilama distribución de Gauss standard. 

Examinemos n magnitudes aleatorias independientes 
Eor - + «+ Bon, que tienen una misma distribución de Gauss (stan- 
dard). Su densidad conjunta de probabilidades es 


Po (Xis sas» Xn) RA, OLX ees Xn Loo. (4.6) 
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y Ontor + as, i 2.0. A (4.7) 


una transformación M no degenerada de las magnitudes Eo, 
k=1,... n. Evidentemente, 


Musas M&—a) a= 3] onom i j=l,- m (48) 


ya que las magnitudes independientes Eos, £= 1, ..., n, con los 
valores medios nulos son no correlacionados: 
Mé =0, M (Borbo) = ME Mé: =Oparakl,k,l=1,... n. 
Recordemos que la matriz R = {Ra} con los elementos 
Ry =M (i — a) Èy — a), ij=1..., 1 
se llama matriz de correlación de las magnitudes aleatorias Es, ... 


co En (u= Vis es el coeficiente de correlación entre las 
MRY 


magnitudes Es, E). Las fórmulas (4.8) muestran que la matriz de 
correlación R en el caso examinado tiene la forma 
R =00*, (4.9) 


donde o = (0,3) es la matriz de la transformación lineal (4.7) y o* 
es la matriz conjugada con ø (con los elementos of; = Oy, i, j = 
+» n). Los determinantes |R | y |ø | de las matrices indi- 
tán ligados pe la igualdad |R |= |o}; siendo |o | el 
jacobiano de la transformación (4.7) y, por consiguiente, la densidad 
conjunta de distribución de las magnitudes aleatorias Es, . .., En 
puede ser descrita por la fórmula 


peso 


TRT xp {— 7 D Para)» 
(4.10) 


a 
donde Xi bu (rai) (x—a;) es aquella forma cuadrática en la 
Y 


que se tanten la suma de los cuadrados 3 xå durante la trans- 


formación lineal inversa a (4.7). Se ve fácilmente, que la matriz 
{bi} de esta forma cuadrática es la inversa de la matriz de corre- 


“tación (Rss), ya que la suma de los cuadrados Y vie transforma 
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en la forma cuadrática 

2 [$ oa Y (D nens) (1:40) (e—a), 

A PE] 
donde (ca) es la matriz inversa a (0;,), de modo que 

{ba} = (ca)? (o) = Hon) (o 11 = {Ruy 
Como ya se indicó anteriormente, la matriz de correlación (Ry) 
está determinada positivamente: para cualesquiera valores reales C,, . . . 
¡Ea 


Y Riac=M[Y c &— a)l? >0; 
EN a) 


la matriz inversa {b} = R”* posee esta misma propiedad. Para 
cualquier matriz no degenerada, determinada positivamente, (6,7), 


Fig. 17. Vista general de la distribución normal bidimensional (de la densidad 
de probabilidades p (x)); en la figura están indicadas las líneas de intersección 
de la superficie 2 = p (x) con los distintos planos. 


la fórmula (4.10), donde | R |- significa el determinante de la matriz 
(613) Y an « « -, an son constantes arbitrarias, da una determinada 
lensidad de probabilidad (esta forma tiene, precisamente, la densidad 
de probabilidad de las magnitudes E,, . . -, n, ligadas con Jas mag- 
nitudes de Gauss standards Eoy, - - -, Eon a través de la transforma- 
ción dee (4.7) con matriz (013) que es la raíz cuadrada de la matriz 
R = (bj). 
La distribución de probabilidades con la densidad (4.10), igual- 
mente que las magnitudes aleatorias Ey, . - ., E, con tal distribución 
de probabilidades, se Nama distribución normal (o de Gauss) (iig. 17). 
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Evidentemente, durante cualquier transformación lineal no dege- 


nerada, las magnitudes de Gauss Ey, . - -, En se transforman en las 
magnitudes de Gauss My, . . -, Mn! Si 

m= 2) cnn k=l, .. 1 
entonces la densidad de la probabilidad de la magnitud My, + >. n 


se da por la fórmula del tipo (4.10), a saber: 


1 
Pos, ota War 001 90) = gor X 


xp [7 Y Y), 11) 
ias 
donde 


n 
= È cuan iml, arh 
i) = o (bn) (cuyo 
y LK | es el determinante de la matriz X = {b,;}™> (véase la fórmula 
(1.7) para la transformación de la densidad de probabilidades, cap. 1). 
Examinemos las magnitudes aleatorias de Gauss Eo,"Ey, . --+ Én 
y hallemos la distribución condicional de probabilidades de la mag- 
nitud E cuando están fijados Ey, En, - - -, Ën- 


Consideremos la magnitud b=0+ 2 Enfln — ax), donde a= 


=ME £=0, 1, ..., n, y los coeficientes Cy ..., En satisfacen 
al sistema de ecuaciones lineales 


È Ruér= Ron j=l un (4.12) 
{É es la proyección de la magnitud Es en el espacio de todas las 
a 


magnitudes del tipo 2 Cafa, véase (4.32) cap. 1). 
La transformación lineal no degenerada 


mo = fo— Éo m = iran k=1l...1 
nos da las magnitudes de Gauss Mo, Mi, -- => Mn tales que Mnon, = 0 
para todos los k = 1, . . „, n; su matriz de correlación tiene la forma 


alo g) 
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donde o? = Mn y R = {Ru} es la matriz de correlación de las mag- 
nitudes ni, n- Se puede comprobar fácilmente que la matriz 


inversa a R será 
F 02 0 
-(% r) 


y, por consiguiente, la densidad de probabilidad de las magnitudes 
de Gauss Mos Mis - > +» Mn tiene la forma 


1 


mn (Y Ya >=» Yn) = erna y 


Pro, mi, 


Vas 

n 

xr [+7 Y (4.13) 
TAS 7 99) - e 


ijet 


Como se observa con facilidad ésta descompone en el producto 
de la densidad de probabilidad 


na (s Yis +++ Yadin -es dya = 


ag 
— Viro 
de la magnitud 1 y la densidad de probabilidad 


$ Poos m «sana Ys Yo 


1 Li r? 
Ae { 72 bumu} (4.15) 
¿ Ma: Esto significa que la magnitud no 
no depende de m,, ...., Ma. Por esto la distribución condicional de 
probabilidades de esia magnitud (para cualesquiera valores fijados 
Mi ++: Ma) tiene una misma densidad normal py (9) como la indi- 
cada anteriormente. 


A nosotros nos interesa la magnitud aleatoria E, = no +É, donde 


Po (0) + f e f Prosv, + 


eanna (4.14) 


Poss -eyn (Yis ++ «+ Ya) -er Yn) dy= 


de las magnitudes ny 


imt Y Am y mo Eds k=l, n Evidentemente, para 
los valores fijados Ẹ— xi ---» En =Xn, la magnitud Ep se diferencia 
de v por el sumando constante Fa = Qe +- Š Ĉn (Xa — Aa) y, por con- 
siguiente, tiene la densidad condicional de “probabilidad 


isa, oooi 


(4.16) 


Pig Qe] Xu >+ r Xn) = Pra (E — o) = 


1 
Vao 


s=o10 
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Esta es la densidad normal de probabilidad que responde al valor 
medio 


=M (bo | xr --- 


$ xpr (X| Xi - -+ xn) dx= 


=ao+ D) cr (Han) y a la dispersión 
mi 


=M loa À å t&n. 


Así pues, hemos hallado la distribución condicional de la magnitud 
Eo para los valores fijados Ej, En. De paso hemos establecido 
efectivamente los siguientes hechos: si las magnitudes de Gauss no están 
correlacionadas, entonces son independientes; si la magnitud multidi- 
mensional (Eo, $i, . » +» En) tiene una distribución normal, entonces la 
magnitud multidimensional (Es, . . ., En) de an número menor de di- 
mensiones, tendrá una distribución de probabilidades del mismo tipo, 
y en particular, las componentes Es, .. .. En tomadas por separado 
tienen una distribución normal de probabilidades del tipo (4.3) com- 
párese con (4.13) —(4.15). 

Nos podemos imaginar fácilmente, que en las aplicaciones fre- 
cuentemente tratamos magnitudes aleatorias compuestas de un gran 
número de componentes independientes. Resulta que para unas con- 
diciones amplias tales magnitudes tienen una distribución normal de 
probabilidades. 

Este hecho fundamental se expresa matemáticamente en la forma 
de tal o cual (en dependencia de las condiciones) teorema límite central 
(que es un caso muy particular del teorema de Moivre—Laplace). 
De ejemplo, puede servir el teorema límite central para la suma Sn = 


= Y ġa de sumandos independientes Es, Ex, ..., que satisfacen 
P 
a la condición de Liapunov: 


TÈ M|Ex—01 |? >0 para n- oo (4.17) 
kei 


(ar = Mêr, k = 1, 2, . . .; Ba = V DS,); precisamente, con la con- 
dición (4.17) para la distribución normal de probabilidades de la suma 
normalizada 


Saia 


$ 4. Distribución normal y distribuciones ligadas a ella 415 


'iene lugar la relación límite siguiente”): 


p 
P , THE. ; ul 
lim Ps << gahe 2/2 dx, (4.18) 


ES 


Se puede precisar que si las magnitudes aleatorias E, En, . . . 
tienen la misma distribución de probabilidades, entonces para la 
'unción de distribución Fn (x) = P(Sk<x) de la magnitud S$ 
>s justa la siguiente valuación: 

Fn(x)-0 A 4. 
EMOT (4.19) 


«La 
va Y 
mal y Co es una constante”) 

(u=M|b—af, a=ME, 0=VDE  k=1,2. 


2. Valuación de los parámetros de la distribución normal. La 
distribución 72 y la distribución de Student. La densidad normal 
de probabilidad se determina por dos parámetros: por el valor medio 
de a y la desviación standard (varianza o dispersión) o: 


$ e-""2 du es la función de distribución nor- 


Ppx)= g elo, — oo <x < o 
z 


1 
va 
(véase (4.3) — (4.5). 

Supongamos que tratamos la magnitud aleatoria distribuida según 
la ley normal, cuyos parámetros (a, 0) son desconocidos. Se pueden 
obtener las valuaciones estadísticas de estos parámetros. Precisamente, 


si E, + . ., En son magnitudes de Gauss independientes con una media 
a y la dispersión a, entonces en calidad de valuación para la esperanza 
matemática desconocida a (según los valores de elección de que dis- 
ponemos Ej, .. ., En) se puede tomar la «media empírica» 
$ 1% 
ib (4.20) 
har 


y para la dispersión o?, la magnitud 


ôt 


LS Ed. (4.21) 


pen 


1) Véase más adelante el $ 5. 
2) Está calculado que Co< 1. 
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El valor medio empirico â=} Y) En, siendo una combinación 
a 
lineal de magnitudes de Gauss independientes $i, ---, En, tiene la 
distribución normal de probabilidades con los parámetros a, 
o >a 
s7 (e Mâ, 7 =Da) . 
"Para hallar la distribución de probabilidades de ela dispersión 


15 (Ex — â)? nos 
ia 


empirica» ô? = igimos a la identidad 


14 X En DEM, 
A ʻA 


donde 


Utilizando cualquier transformación ortogonal de las varia- 
bles Es . -o En 


A 
me. ¿eun dla cti (4.22) 


en la cual nn 


ya que en la piain ión ortogonal la suma de los cuadrados 


Su se transforma en suma de los cuadrados a me 
Evidentemente, «la dispersión empírica» 


+3 (h-+3 y) 


no se cambia al pasar de las magnitudes En... En alas Ej)... 
.. En — a, de modo que sin limitar la generalidad, se puede con- 
siderar el valor medio a igual a cero, Entonces, la densidad conjunta 
de probabilidad de las magnitudes de Gauss independientes E, . . . 
>.» En Será 


1 LL 
Po O a : 
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y la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes My, . + -, n» 
que se obtiene con la transformación ortogonal (4.29), es 


1 1 E 
P (Yis 00 90) =p P (+3 a) 


(véase la fórmula de transformación de la densidad (4.11), Se ve, 
que Ya, + + -, Mn son magnitudes de Gauss independientes entre sí y, 


por consiguiente, nô? = A nè’ es la suma de los cuadrados de las 


n — 1 magnitudes de Gauss independientes entre sí ņa con los pará- 
metros (0, o). También vemos que las valuaciones examinadas 


(4.23) 


son magnitudes independiente. 
La distribución de probabilidades de la magnitud aleatoria 


r-i (4.24) 
A 


donde Eo1 .. ., Em son las magnitudes de Gauss independientes 
standards, lleva el nombre de ji-cuadrado distribución; por n 
se designa el número de grados de libertad. Esta distribución tiene 
la densidad de la forma ') 


1 
PO) =—_— ten, 0<x< oo, (4.25) 

mir (5) 
y es un caso particular de la distribución T (véase (2.17) (fig. 18). 
Señalemos que de la fórmula (4.25) se puede obtener, fácilmente, 


la expresión para la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria 


Ta 
x= y 2 tque es igual al módulo del vector (Eor, + + +, $on): 


T 9) = Y P . 

Px (x) = 2xp (x°) rr , 0<x<oo; (4.26) 

para n = 2 esta es la tal llamada distribución de Rayleigh, para n = 3 
es la distribución de Maxwell. 

Asi pues, para apreciar los valores â, ú de los parámetros a, o 

de la distribución normal (véase (4.23)) hemos establecido que 4 


1) La fórmula (4.25) será deducida en el siguiente $ 5, véase (5.21). 
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tiene uña distribución normal de probabilidades con los parámetros 
o n es e e 
(a +) yn tiene la xe-distribución con n—1 grados de 


libertad, siendo â y ú magnitudes aleatorias independientes. 
Si el parámetro o es conocido, entonces para cualquier a tan peque- 
ño como se quiera se puede indicar A de modo tal que el valor desco- 


ao ton! 

015 au 

am n:10 

p” 1-20 
0 


$ 0 K 20 25 W 35 40 
Fig. 18, Vista general de las densidades de probabilidad x? de la distribución 
con n grados de libertad (a = 1, 4, 10, 20). 
nocido del parámetro a se hallará dentro de los límites garantizados 
o ¿E 
d— Asa sd w’ (4.27) 
con una probabilidad no menor de 1 — æ, donde A se determina según 
a de la relación 
22 v|<a) -2081 


e puede ser hallado en la tabla de la función normal de distribución 
w). 
Si son desconocidos los dos parámetros (a, 0), entonces los límites 
garantizados para el valor medio de a, pueden ser establecidos sobre 
Ta base de la distribución que satisface a la relación 


1=Vn=1 aim] y/ 3 $, 
ia 


donde nı, ..., n Son las magnitudes independientes de Gauss con 
los parámetros (0, 0). 


1—a 


5 
Está claro que la magnitud 1=9» | y L> 5 m no depende 


h=t 
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de o, y su distribución de probabilidades coincide con la distribu- 
AT 


Y tos para las magnitudes de 
a 


ción de la relación Eon | 


Gauss “standards” independientes Eoy E n= + Esta dis- 
tribución que se denomina distribución de Student (o distribución t) 


ar 


0 - 
d 4 32 UE 


Fig. 19. Vista general de las densidades de probabilidad de la distribución f 
de Studente con los parámetros m = 1, 5; a m = co le corresponde la densidad 
de la distribución de probabilidades normal standard. 


(fig. 19), se determina por el parámetro m=n—1 y, como se 
indicará más adelante, tiene una densidad de la forma 


PEDE, o<x<o. (4.28) 


Igualmente que durante la determinación del «intervalo confiden- 
cial» (4.27), se puede hallar el valor correspondiente A para el cual 


e{|v7 


y, por consiguiente, con la probabilidad 1 — œ se puede garantizar que, 


% 


[<a] =Pt11<9= 


ê 
Va= 

En conclusión deduzcamos la fórmula (4.28) para la densidad de 
la distribución + (la densidad de la probabilidad de la relación y = 


4— 


(4.29) 


A<asa+ Y 
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= tyta de las magnitudes de Gauss independientes E, con los pará- 


metros (0, 1) y de la magnitud E. = / 2 


tiene la x'-distribución con m grados de libertad). 
De la fórmula (4.26) hallamos fácilmente que la densidad pa (x) 
de la magnitud Es es 


donde la magnitud x? 


ma 
A mem, >o. 
mear (g) 


Para la densidad de probabilidad de la relación y = E,/Es, tenien- 
do en cuenta que pz (x) =0 para x< 0, tendremos la siguiente 
expresión: 


Pa (= | puta pas) xx 


(véase (8.14), cap. 1). Poniendo aquí la expresión hallada anterior- 
mente, para pa(x) y 


M e —o<x< 0, 


obtenemos que 


~ nm 


Pr w-f 


E pper 
-nar 

varmr( g) 
Haciendo en la integral el cambio de variable n=} x x 


x (1+5) , llegamos a la expresión 


K= 1 j IA uenea 


Vaar (E 


en el cual 


Jeroesa r(e) 


es el valor de la función T en el punto (m + 1)/2. Hemos obtenido la 
fórmula (4.28); 
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$ 5. DISTRIBUCION 
DE PROBABILIDADES 
Y FUNCIONES 
CARACTERISTICAS 


i 1. Funciones características y sus propiedades fundamentales. La 
unción 
9() = Met, —o < t< o, (5.1) 
cuyo valor en el punto f coincide con la esperanza matemática Met, 
donde Ẹ es la magnitud aleatoria real, se denomina función caracte- 
rística de esta magnitud E (o de la correspondiente distribución de 
probabilidades con la función de distribución F (x) = P E. 
Supongamos que la distribución de probabilidades'está concentrada 


en los puntos enteros k = 0, +1, +2, . . .(esdecir, Y P (k) = 1, 
en 


donde P (k) = P (E=*%), k=0, +1, + 2, ...), entonces la fun- 
ción característica 


v0- X er 62) 


es periódica (con período 21) y la fórmula (5.2) da su descomposición 
en serie de Fourier con los coeficientes 


P= jee, k=0, E1, 420 (53 


== 


Supongamos que la distribución de probabilidades tiene la densi- 
dad p (x), entonces la función característica es 


e= f etp (2) de (5.4) 


y representa en si la integral de Fourier de la función p(x), 
—0o<x<oo, y para la función absolutamente inte- 


grable p()=(Í 19()/d:< co) la densidad p(x) puede ser obte- 


nida con ayuda de la transformación inversa de Fourier: 


p= | eo, —o<x<o. (6.5) 
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Exponemos la fórmula de inversión general”), que liga la función 
característica q (f) y la función de distribución correspondiente F (x): 


ar RAE 
EEE) | ec a (66) 
para cualesquiera puntos x’ y x” en los cuales la función de distribu- 
ción F (x) es continua (es decir, P (E = x'} = P (E=x") = 0). 
Señalemos aquí que sé tiene no más de n valores diferentes de x, 
para los cuales P (E = x} >=), y esto significa, que se tiene un 
número finito y numerable de valores de x, para los cuales P (E = x)> 
> 0; es evidente que para cualquier x’, x” se hallarán sucesiones 
de puntos xa => x’ — 0, x, —> x” + 0 que satisfacen a la condición 
P (Ẹ = xn} = P {(Ẹ = x} = 0, y debido a la continuidad de la 
probabilidad, 
lim P SESK) = P KESH 
nmo 
` =F) F 0), (5.7) 
lo que da, junto con la fórmula de inversión, el siguiente resultado: 
la distribución de probabilidades se determina univocamente por la 
función característica. 
Examinemos el desarrollo 
a 
=5 Patpa pn pa 
3 ire +e- h 
donde 0 es una magnitud limitada, | € | < 1. Si se tienen los momen- 
tos finitos pa =M |Ẹ |", £=1,..., n+ 1, entonces, evidente- 
mente, 


n 
pa MEN MOE ing 
Meit = DAA ai 


y de tal modo, la función característica q (f) admite el desarrollo 


S ¿a Ya Ra 
s-a ed 


—0w <t< oo, (5.8) 
donde |R, [SMI y 1o=09 
^g (0), 


La fórmula (5.8) permite calcular los momentos p, = ME* según 
las derivadas de la función característica de la magnitud aleatoria $. 


1) Semejantes fórmulas de inversión serán examinadas más adelante, véase 
la pág. 130. 
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Examinemos algunos ejemplos. 
Ejemplo (distribución uniforme). Para densidad de probabilidad 


z Para a<x<b 


0=( 
0 parax<a, x>b 
la función característica es 


è 


itz gy _ Lietot 
ferda a 
s 
—o<t<00. 


Ejemplo (distribución de Poisson). Hallemos la función caracterís: 
tica de la función de distribución de Poisson 


Ply= he, k=0, ly... 


Tenemos 
p= Pee g 
izo iao- 
=t gel, 00 LiLo, (5.9) 


Ejemplo (distribución normal). Hallemos la función característica 
de la distribución normal con la densidad 


pl)= YE E, o <x < oo. 


Para el parámetro real z tenemos 
q A A 
Je pade = Je dee 2 je dx 


mAs 
nz | ede = er, 


de modo que la integral $ ep (x) de = ehes una función anali- 


tica de z que se prolonga univocamente por todo el plano complejo 
de la variable z. Colocando el valor if en lugar de z obtenemos, que la 
función característica buscada es 

PA= | padem, o <1<o0. 
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Señalemos que en la transformación lineal E = dE) + a la función 
característica q (1) de la magnitud E se obtiene de la función caracte- 
rística qo (f) de la magnitud E, según la fórmula 


q (1) = Meltioi+o) = elle, (of), (5.10) 


de modo que la función característica de la magnitud de Gauss E 
con el valor medio a y la dispersión o (E = oo + a, donde Es es la 
magnitud de Gauss con los parámetros (0.1)) es 


g (f) = ele, —o<t<o. (5.11) 


Ejemplo (distribución simétrica exponencial y distribución de Cauchy). 
Examinemos la distribución de probabilidades con la densidad 


P(x)= Fecal, —00 <x< oo (5.12) 


(a es un determinado parámetro vo). La función característica es 
p 
m0) =+] (eltt et) e dr E ¡ Ea de 
è 
5 


++ j gos dy 1 


e E E 
aci |o aye’ 


—0o<t< o0. 


(5.13) 


Indiquemos, que para a = 1 la función característica (5.13) se 
diferencia, de la densidad de probabilidad sólo por un factor positivo, 


A 
Fi 


p= ley, —eo<x<o, (5.14) 


que se obtiene de la fórmula general (4.28) para la distribución de 
Student cuando m = 1. Esta densidad nos da la distribución de 
probabilidades de ta relación de dos magnitudes de Gauss independien- 
les con parámetros (0,1) y también la distribución de probabilidades 
de la magnitud tg E, donde E es la magnitud aleatoria, distribuida 


uniformemente en el segmento [=. 3) y otras; la distribución 


con tal densidad de probabilidad se llama distribución de Cauchy. 

Comparando a (5.12)—(5.14) y utilizando la fórmula de inversión 
(5.5), obtenemos para la función característica q (1) de la distribu- 
ción de Cauchy, la expresión 


et j e eya=2[ 7 ¡ ea 4 uy ada) 


=el, —o<t<o, (5.15) 
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Indiquemos una propiedad importante de las funciones caracteris- 
ticas: la suma de las magnitudes aleatorias independientes E = Ey +». 
» « «+ En tiene la función caracteristica de la forma 


PD = P (D +... Pa (0, 6.16) 


igual al producto de las funciones características q, (9, . . ., Qn (0) 
le los sumandos aislados Ey, . . ., En, que es un corolario de la pro- 
piedad general de las esperanzas matemáticas 


Meli = M (ei... e En) = (Mett, (Men) 


(véase la fórmula (4.6), cap. 1). 
Ejemplo (distribución de triángulo). Hallemos la función caracterís- 
tica de la distribución de probabilidades con densidad 


_ Ad] para |x|<1, 
PWS) o para Jej>1, 
ue coincide con la densidad de probabilidad de la suma Ẹ = E, + E 
de'la magnitudesralealorits independientes $ y Es distribuidas uni- 


formemente en los segmentos |—1, 0] y (0, 11 y que tienen las fun- 
ciones características 


u a 
a=- y quo = E 


De acuerdo a la fórmula (5.16) la función característica buscada es 


e0=0 (00) HE 207000 o <<. (5.17) 


Ejemplo (distribución binomial). Hallemos la función característica 
de la distribución binomial o sea la distribución de la suma E = 
=En+o... + En de magnitudes independientes igualmente dis- 
tribuidas de la forma 

1 con probabilidad p, 
Tl p 


10 con probabilidad 1—p. 
La función característica de cada sumando aislado es igual a 


(1 — p) + e"'p, y por consiguiente, la función característica buscada 
es 


9(0=1+p(— 1)", —o < t< oo. (5.18) 
Ejemplo (x?-distribución). Hallemos la función característica de la 
magnitud aleatoria 


Pit. PE 
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o sea, de la suma de los cuadrados de magnitudes de Gauss indepen- 
dientes con parámetros (0, 1) que tienen la densidad de probabilidad 
la forma 


0, <<. 


La densidad de probabilidad de cada una de las magnitudes El 
tiene la forma (véase el ejemplo de la pág. 39) 


as I 
paS ya 0<y<o 


(p (4) = 0, para y < 0) y la función característica de cada sumando 
aislado En será 


Aty, ASE 12-120? dy = 
je DAY == fu 20210 dy 


=(1—2y "? + f Mer de 


suay P T -2in7 "?, (5.19) 


puesta que el valor de la función T en el punto 1/2 es igual a Vx. 
a función característica de la y2-distribución con n grados de libertad 
será, por consiguiente, 


P(0= (1-2), —o < t< o. (6.20) 


Para n> 1 la función | p (/ |, —00 < £< oo, es integrable y la 
densidad de la x?-distribución se podría hallar por la fórmula de inver- 
sión (5.5). Pero es más sencillo volver a las expresiones de (5.19). 
Se observa fácilmente, que si en lugar de y-1/2 en la-expresión inicial 
de la densidad p (y), hubiese y™2-1, entonces, para el correspondiente 
factor normalizado D tendríamos 


D f ¿pte dy (127, 


Ya que la función característica y (f) = (1 — 2117"? determina 
univocamente la -distribución correspondiente, entoncés, se debe 
concluir que esta distribución tiene la densidad de probabilidad 


pa (x)= rieh, 0<x< 00, (5.21) 


==) 
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donde el factor normalizador D=———— se determina de la 
5) 
condición 


jo. (ar=D | x3=1e== dx= D-2"? f yA dy= 
3 
=D7"r (7) 


Ejemplo (estabilidad de la distribución de Cauchy). Sea En En, - . y 
una sucesión de magnitudes aleatorias independientes que tienen la 
distribución de probabilidades de Cauchy. La función característica 
de cada una de ellas es (véase (5.15)) 

Y()=eM, —o<it<o. 


Examinemos la media aritmética 


Se ve fácilmente que la función caracteristica q (1) de la mag- 
nitud E es 


a 0=0 (5) e, 
y de tal modo, para cualquier n, la media aritmética 23 En tiene 


la misma distribución de probabilidades, que cada una de las magni- 


tudes En, k = 1, 2, (Señalemos que las magnitudes indicadas 
no tienen esperanza matemática; compárese con la ley de los grandes 
números.) 


2, Convergencia de las distribuciones de probabilidades. Se dice 
gue la distribución de probabilidades, de las magnitudes aleatorias 
br . . . converge débilmente hacia la distribución de pro- 
Pobilidades con la función de distribución F (x), si 


PS ES) + Fe) — Fx) para noo (5.22 
para cualesquiera puntos x”, x” en los cuales F (x) es continua. 


Puede servir de ejemplo la convergencia débil de la distribución 
Sa 


de sumas normalizadas Si= ., em el esque- 


ma de pruebas de Bernoulli, hacia la ley normal con función de 


distribución FO $ e—u%/2 du (véase (3.6). 
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Evidentemente, para cualquier punto de continuidad de F (x) 
y para x’ = x” = x de la relación (5.22) se deduce que 


PE =x)>0 para n— oo, 
y, de tal modo, la convergencia débil también significa que 
P {x < En < x") = Fi, (0) — Fi, (0) — F (x°) — F (4). (5.23) 


(pra cualesquiera puntos de continuidad de F (x). 

Consideremos especialmente las magnitudes de números enteros, 
cuyos valores posibles son los enteros k = 0, +1, ... . En este caso, 
evidentemente, la distribución limite de probabilidades deberá estar 
concentrada en los puntos de números enteros (es decir, F (x) = 
= X P (W. XP W = 1) y la relación (5.22) es equivalente a que 


P {ën = k} — P (k) (5.24) 


para cada k aislado (P (k), k= 0, +1, ..., es la distribución 
límite de probabilidades). 

En efecto, en cualquier intervalo finito Ix’, x”] cae, solamente, 
un número finito de puntos enteros, y de la relación (5.22) se deduce 
que 


Pl <ur EA =k) qee PF) F (x'), 


por otra parte, k — e, k + e para cualquier entero k y 0< e< 1 
son puntos de continuidad de la función F (x) = 2P (k), siendo 
ES 


P {k— e< Et <k t e} = P (E =k) y, por consiguiente, para 
una convergencia débil se deberá cumplir la relación límite (5.24). 

Puede servir de ejemplo la convergencia de las distribuciones de 
magnitudes E, o sea, el número de éxitos en las n pruebas de Bernoulli, 
hacia la distribución de probabilidades de Poisson, cuando para 
n- oo el número medio de éxitos a = np queda constante: 


Pl=4)> Her, k=0,.1, ... (véaso (3.4)). 


Establezcamos algunos teoremas sobre la convergencia débil de 
la distribución de probabilidades. " 

Para mayor claridad introduzcamos la magnitud aleatoria E, 
cuya distribución de probabilidades figurará como distribución límite. 
Naturalmente, no se trata de ninguna convergencia de las propias 
magnitudes aleatorias En, n= 1,2, ..., sino que se examinará 
sólo la convergencia de su distribución de probabilidades. 

Teorema 1. Sí [a sucesión de las distribuciones de probabilidades de 
las'magnitudes En, n= 1, 2, . . ., converge débilmente hacia la dis- 
tribución de la magnitud E, entonces para cualquier función continua 
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limitada u = u (x), —o<x<oo, 
lim Mu (Ẹn) = Mu (E). (5.25) 
Demostración, En condiciones de la convergencia débil, 


las distribuciones examinadas de probabilidades son compactas en el 
sentido, de que para cualquier e > 0 se encuentra un tal valor finito 


de a que 
P(El|<a)> lI—e (5.26) 
a la vez para todos los n= 1,2, ... 
En efecto, tomando un intervalo lo suficientemente grande 
(4, aol para el cual P {| Ẹ | < a} > 1— 5 y P {lEn <a> 
— P {| | < a}, obtenemos que para todos los valores suficiente- 
mente grandes de n (n > ny) y a > ay se cumplirá la condición (5.26); 
y para cada número finito de los valores restantes n = 1, ... ., fo, con 
la correspondiente elección de a, también se cumplirá la condición (5.26). 
Tomemos una función continua limitada arbitraria u = u (x), 
Lu (x) | < K. En el intervalo finito |—a, al se la puede aproximar 
con la exactitud que se quiera, con las funciones «escalonadas» del tipo 
f (xa) para xi << xa (k=l, ..., N), 
u(x) = i 
| O0 para x<—a. x>2, 
donde a = xo S x, S . . . < xx = a son los puntos de continuidad 
de la función F (x) tales que | u (x) — u (x+) |< e para Xy <x < 
< xr. De la condición de compacidad (5.26) se deduce que 
| Mu (En) — Mue (En) |S M | u (En) — ue (En) 1 < 
<KP (E 1>a)+e<(K+ De 
para todos los n= 1, 2, ..., y análogamente, 
| Mu (E) — Mu, (E) | < (K + 1) e. 
Para cualquier valor fijado N, de la relación (5.23) obtenemos que 


y 
Mue En) = D) 0) Ps < En o) > 


x 
> 2 ula) P fan <E<S xn) = Mue (È), 


en conclusión obtenemos, que cualquiera que sea el valor tomado 
de antemano e> 0, 


lim | Mu (n) — Mu (E) | <2 (K + 1) e, 
de donde se deduce la relación (5.25). 


Teorema 2. Supongamos que la sucesión de magnitudes aleatorias 
En, n= I, 2, ..., converge en su media cuadrática hacia la mag- 


901104 


130, Cap. 11. Algunas distribuciones de probabilidades 


nitud aleatoria E; entonces la distribución de probabilidades de estas 
magnitudes converge débilmente hacia la distribución límite de la 
magnitud E. 

Demostración. Para cualesquiera e y 6 tan pequeños como 
se quiera y para los valores de n suficientemente grandes 


P(t > e< MEE <a, 


En estas condiciones, evidentemente, 
P(r+e<E<—e)-0<P (1 S a SaS 
<P {r e<" He) +0, 
de donde, para los puntos de continuidad x’, x” de la función de dis- 
tribución F; (x) cuando e — 0, obtenemos 
P {£ SESS SP i Shn SS 
<P ES’) +0 
está claro que P (Y < En <x")>P (1 <Ẹ<x”} para n— 00. 
Utilizando el teorema 2 deducimos la fórmula de inversión (5.6). 
Examinemos, precisamente, la sucesión de magnitudes aleatorias 
En = È + An, donde A, son magnitudes aleatorias indepen- 


dientes” de E que convergen en su media cuadrática hacia cero 
y que tienen las funciones características absolutamente integrables 


Sn (0, f 16, (0) [dt < œ (por ejemplo, éstas pueden ser magni- 


tudes de Gauss con los parámetros (0, 0), donde da — 0; en este 
caso 6 (1) = e-ÂF/2, véase (5.11). Las funciones características 
Pn (0 = P (0:5, (0 de las magnitudes E, =E-+ Ap, donde p(% 
es la función característica de la magnitud que nos interesa E, son 
también integrables absolutamente, porque | (0 | < 1 y 19. (0 1< 
16, (f 1. Por consiguiente, las magnitudes Ẹn tienen densidades 
de probabilidad p, (x) que están ligadas con las funciones caracterís- 
ticas qn (f) a través de la transformación de Fourier (véase (5.5)): 
pnl) | onde. 


Integrando por x, x'<x<x" obtenemos que 


E 
[f e-uz dr] qn (0) dt= 


1 f Pandi >. Daa 


Pres) adda f 


d | EEE gnad, 
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y según el teorema 2 
Pe <i< xr) =limP(r<E<Y)= 


aigi pen aart 
=lim gg | Oade (5.27) 


para cualesquiera puntos de continuidad de la función de distribu- 
ción F (x) de la magnitud E. 

La relación límite (5.27) representa en sí una fórmula de inversión, 
cuyo caso particular es la fórmula (5.6). 

Consideremos la conocida igualdad de Parceval para la transfor- 
mación de Fourier: 


i | ehad | Agr (628) 


donde p; (x), pa (x) son ciertas funciones absolutamente integrables, 
1 (0), P2 (0) son sus transformaciones de Fourier (determinadas por 
la fórmula general (5.4)), con ello se supone que el producto q (A = 
= Q; (f) P2 (f), también es una función absolutamente integrable. 

Detengámonos brevemente en la deducción de la igualdad (5.28). 
Como se puede comprobar fácilmente, qa (1) p2 (£) esla convolución 
de la transformación de Fourier 


p(x)= f py) pa (y) dy: 


eits [ È (ey) patu) dy) dx 
EN J 


Í ew Ú et-a x 


X pi(x—y)dx] pau dy=p l) | ev pst) dy= o (Apl, 


de modó que en condiciones de absoluta integrabilidad de la función 
y (1) = 9, (f) 92 (1), la igualdad (5.28) no es otra cosa que la fórmula 
(5.5) para la transformación inversa de Fourier. 

Para la función real pa (x) su transformación de Fourier a (f) 
será tal que qe (—1) = pz ( y la igualdad de Parceval se podrá 
obtener en la siguiente formas 


E enoa | ted 
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de donde para x=0 y p,=P2=P, 41 2= P obtenemos la llamada 
identidad de Plancherel: 


+) lord | pora (5.29) 


(se supone que 


| LOP de< co). 


De acuerdo con la identidad de Plancherel la distancia media 
cuadrática 


y [inom 


la-a l= 


entre las funciones p; (x) y pa (x) se diferencia, sólo en un factor cons 
tante de la distancia del mismo tipo para sus transformaciones de 
Fourier q, (f) y qa (f); suponiendo, precisamente, en la fórmula (5.29) 
p (x) = pi ($) —pa(x) y P(A = P (0 — qa() obtenemos 


| -de= | aad (5-30) 


Utilizando este hecho demostraremos la siguiente proposición. 


Teorema 3. La sucesión de distribuciones de probabilidades con las 
funciones caracteristicas qn (f), n= 1, 2, .. ., converge débilmente 
hacia la distribución con la función caracteristica y (f), entonces y sólo 
entonces, cuando 


Pa (>p (N para n— 00 (5.31) 


uniformemente según t en cada intervalo finito. 
Demostración. Supongamos que se trata de las distribu- 
ciones de probabilidades de las magnitudes aleatorias En, n = 1, 
2, .. .. que convergen débilmente hacia la distribución de la magni- 
tud aleatoria E. Refiriéndonos a la demostración del teorema 1, obser- 
vamos fácilmente, que para las funciones continuas u (x) = elf 
(donde el parámetro + cambia en un determinado intervalo finito 
[t1<7) í 
Pa (1) = Meita > Meit = q (f) 


uniformemente según f, ya que 
Jets —e | <C] ml k=1....8N, 
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donde la constante C depende sólo de T. Por otra parte, si se ha cum- 
plido la condición (5.31), entonces utilizando el mismo método que 
jue aplicado a la deducción de la fórmula de inversión (5.27), para 
las magnitudes aleatorias mn = En + A y n = Ẹ + å con las fun- 


ciones características Yn (1) = Qn (A 8 (f) y y (0 = ẹ (95 o 
ô (f) = e=)? es la función característica de la magnitud de Gauss 


A, independiente de E y E) tendremos 


[imo-=ropa- A lpn (0—o(0P5(O*dt--0 para n- oo, 


ya que para cualquier e >0 se encuentra un tal T que 
l lpn ()—9 (0 25 (02 dt <2 J S(tdt<e, 
nòr u 


>r 


y para qn (1) > (t) uniformemente según £, |t| <T, 
z 
| 10 (00 (0150 dt o. 
ES 


Por consiguiente, para las densidades p, (x) y p (x) de distribu- 
ciones de probabilidades de las magnitudes ma y n 


[into paez | 000 Pdo, 


de donde se deduce la convergencia débil de estas distribuciones: 
para cualquier intervalo finito [x”, 3°] * 


Pr <m<xY)= í príx) dx i p(x)dx=P{x < 1< x}. 


Se ve fácilmente, que también tiene lugar la convergencia débil para 
las distribuciones de probabilidades de las magnitudes En, n = 1, 
2, ... . (véase el teorema 2, ya que qa = E +A yn EtA S 
diferencian en su media cuadrática, de las magnitudes iniciales E, 
y E todo lo pequeño que se desee o = V MA. Esto es lo que se exigía 
demostrar. 

Demostremos en conclusión el teorema límite central en la siguiente 


forma. Sea 


Si= È lam n=1, 2 
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una sucesión de sumas. de magnitudes independientes En, £=1, 
tales que Miin=0, oln=Méln=>0 para n—> oo "inilormemente 


por A) a oła=1. Entonces, para la condición de Liapunoo 


dl M [in 0 para n= oo, (5.32) 


las distribuciones de probabilidadesde las magnitudes Sh, n = 1,2, 
convergen débilmente hacia la distribución nomal standard, a “saber: 


mp (e <SS) J Jera 


(compárese con (4.17), donde figuran AA 
—4 =12..... 

Demostremos 'esto' apoyándonos en el teorema 3. Demostremos 
precisamente, que las funciones características q, (1) de las magni- 
tudes Sk convergen hacia la función característica q (f) =e"*/2 
de la distribución normal standard. 

Para las funciones características Qan (1) de los sumandos inde- 
pendientes En, tenemos según la fórmula (5.8) 

qm (014 Ep, 
donde | Ran | <M | an P. Ya que din — 0, Ran —> O para LES 
uniformemente por k, entonces Pan (1) > 1 uniformemente pa, kyt 
en cada intervalo finito; en particular, | Pan () — 1 I<+ para 


valores de n suficientemente grandes y tiene sentido hablar sobre el 


logaritmo de las funciones, an (1). Para qn (0) =i, Pan (1) cuando 
n~ œ, tenemos 


na0=5 io 0-3, in (ny hae) ~ 
~A (fee) 


pa 
osñiformiemente y des ten cada intervalo finito, ya que para la con- 
dición (5.32) 


a a 
1 È, Ren |< È M | nn > 0. 
Por consiguiente, 
Pn (f) e-"3, para n —> oœ 
uniformemente en cada intervalo finito, que es lo que se exigia 
demostrar. 


CAPITULO MI 


ALGUNOS MODELOS 
DE PROCESOS ALEATORIOS 


$ 1. ALGUNAS DEFINICIONES 
Y EJEMPLOS 


11. Definición general del proceso aleatorio. Hablando sobre el 
proceso aleatorio, como regla, se toma en consideración una determi- 
nada magnitud aleatoria E (1), que varia en el transcurso del tiempo t. 
Llamaremos proceso aleatorio E = E(() a la función de parámetro 
real t € T, cuyos valores E (1) para cada £ son magnitudes aleatorias. 

Las leyes del proceso aleatorio E (1), £ € T se determinan por las 
distribuciones conjuntas de probabilidades de sus valores E (1), ... 
«e E(£,) para los distintos t, . . ., fa (ellas se llaman distribuciones 
de dimensión finita del proceso aleatorio dado). 

. Por ejemplo, éstas pueden ser distribuciones de Gauss con la_den- 
sidad de probabilidad (véase (4.10), cap. 11) 


A eee Xa) = 


exp 3 bns ba — AO) KAN + 


donde A (4), «+ .. A (ta) es el valor de la función 
A= ME, LET, 


Mamada valor medio del proceso aleatorio E (1), t€ T y la matriz de 
correlación B = {B (fa, £)) está compuesta de tos valores de la 
función 

B(s, 9 MIE) —A(NIE(O—A (9), s, ET 


Mamada función de correlación de este proceso (recordemos que los 
eceficientes bye, ¿= 1, . .., n bajo el signo del exponente forman 
la matriz (br), inversa a la matriz de correlación {B (fn, £;)) de las 
magnitudes aleatorias E (fı), . . ., E (fn); el propio proceso aleatorio 
E(D, £€ T con distribuciones de Gauss de dimensiones finitas, fame 
bién se llama distribución de Gauss. 


L 
pe eE 
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Cada valor E (1) del proceso aleatorio, siendo una magnitud aleato- 
ria, depende formalmente del resultado elemental w: 5 (}) =E(w, 9: 
Examinando el proceso aleatorio £ (f), f€ T, para cada resultado 
aleatorio aislado œ, nosotros tratamos la función correspondiente 
E(w, -) = Elo, £) del parámetro 1 € T, que se denomina trayectoria 
o función seleccionada del proceso aleatorio dado. Observando real- 
mente el proceso aleatorio, observamos de hecho una de sus posibles 
trayectorias x = x (f), ET. 

Podemos imaginarnos que se tiene un conjunto determinado X de 
todas Jas trayectorias posibles x =x (1), t € T, y un «mecanismo aleato- 
rio» elige una de estas funciones x € X. Con ello la elección aleatoria 
de tal o cual trayectoria x = x (1), t€ T, de X se puede considerar 
como un resultado elemental. Recordemos que tal punto de vista ya 
fue expresado antes par nosotros en relación a las magnitudes aleato- 
rias (la magnitud aleatoria n-dimensional se puede considerar como 
una función aleatoria E (1) del parámetro £, que recorre un número 
finito de valores t= 1, .... n). Se indicó precisamente, que exa- 
minando las magnitudes {$ (1), , E (n)), se puede considerar 
espacio de resultados elementales al espacio X de n dimensiones de 
vectores x = [x (1), .. .. x (n)l, tomando como resultado elemental 
aquel valor de x = [x (1), ..., x(n)] que toma, según el caso, la 
magnitud observada E = 1£ (1), . ... E (n)1. Con ello el mecanismo 
aleatorio correspondiente, se da de hecho, por la distribución con- 
junta de probabilidades de las magnitudes [E (1), ..., E (m)l. 

2. Los procesos aleatorios de Markov. Se denomina proceso alea- 
torio de Markov E = E (f) si las magnitudes aleatorias E (f), t= u, 
no dependen de E (s), s < u, en cualquier momento de tiempo u para 
el valor fijado E (u) = x (cualquiera que fuese x). Si acordamos con- 
siderar E (t) como el estado fásico de un sistema físico determinado 
en el momento de tiempo £, entonces el proceso de Markov E = E (8), 
que describe la evolución del sistema examinado, se puede caracteri- 
zar más demostrativamente de la siguiente forma: el comportamiento 
del sistema después de un determinado momento de tiempo u en el 
estado conocido x = E (u) no depende de su comportamiento hasta 
este momento. 

Una propiedad caracteristica de los procesos aleatorios de Markov 
se ve claramente en un ejemplo tan sencillo como es el juego infantil 
de «quien va despacio va lejos». En este juego la ficha del jugador 
deberá pasar un número determinado de puntos 1, 2, ... El paso 
de un punto al otro se determina cada vez por el resultado del lanza- 
miento del dado de juego. Precisamente, si en el paso dado n, la 
ficha se encuentra en el punto E (n) = i, por las reglas del juego se 
establece el punto E (n + 1) de su desplazamiento en el paso siguiente, 
en dependencia del número de puntos con que cayó el dado de juego. 
Desde cualquier punto ¿ la ficha pasa en su paso siguiente al punto f 
correspondiente con una determinada probabilidad py. Se comprende 
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fácilmente que el proceso aleatorio del cambio de estado E (n) durante 
el «tiempo» n = O, 1, 2, .. . es un proceso de Markov. (Aquí figura, 
en lugar del tiempo real, el número n de pasos realizados: se puede 
considerar convencionalmente, que cada paso se realiza en la unidad 
de tiempo). 

Ejemplo (fluctuación aleatoria). Examinemos la fluctuación aleato- 
ria de la partícula por los puntos de números enteros de la recta real, 
durante la cual la partícula se desplaza en cada paso en una unidad. 
a la derecha con la probabilidad p y en una unidad a la izquierda con 
la probabilidad q = 1— p. Sea E (n) la posición de la partícula des- 
pués de n pasos. La sucesión E (0), E (1), E (2, es de Markov: 
si la partícula se encuentra en un determinado punto i, entonces su 
futuro comportamiento no depende de las circunstancias, precedentes. 
a la caída en el punto ¿, y en los n pasos siguientes Ja partícula pasa 
al estado correspondiente j con la probabilidad py, (n). 

Está claro, que el paso de i a j, cuando | ¿ — j |> n, es imposible 
y en este caso p; (n) = 0. También está claro, que la particula durante 
n pasos, sólo puede pasar a aquellos estados j, para los cuales la dife- 
rencia |i — j | tiene la misma paridad que n, es decir, el número 


m=ttl 


deberá ser entero. Para j z> i se puede caer en el estado j entonces 
y solamente entonces cuando entre todos los n pasos se realizan justa- 


mente m = ZEU) pasos en dirección positiva. La probabilidad 
de esto es (véase (3.1), cap. 11) 
puin) = Cpg, pai (1.1) 
E ia se expresa la probabilidad del paso de i a j, para 
y 
Pu (1) = pg, jsi 
Ejemplo (desintegración radiactiva) (véanse las pågs. 87, 90). Con- 


sideraremos como anteriormente, que cada átomo Ra independiente 
de las circunstancias precedentes se transforma en el tiempo £ en 


átomo Rn con la probabilidad p () = 1—e (A A T es la 


constante de semidesintegración) . Entonces, el número total v (0) 
de átomos de Ra desintegrados en el tiempo f, igual al número de 
partículas æ emitidas en este periodo de tiempo, está distribuido según 
la ley de Poisson: 

ae 

El 


P= k= es, f=0,1, 2... 
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donde a = np (f), n es el número inicial de átomos de Ra. El número 
de átomos restantes de Ra será E (1) = n — v (f). Si es conocida la 
cantidad de radio en un determinado momento s: E (s) = į, entonces, 
independientemente del carácter del proceso de desintegración hasta 
el momento s, se emiten £ partículas a en intervalo desde s hasta £ 


con la probabilidad S+ er*, a = ip (t — s). De tal modo, E (f) es un 


proceso aleatorio de Markov, con ello la probabilidad de paso del 
estado E (s) = ¿al estado E (0 = j (t> $) es 


a=iplt=s), ¡Si 12) 


(para ¡> i, es imposible el paso de i a j). 

Ejemplo (proceso de Poisson). Examinemos la corriente de sucesos 
de Poisson, en la cual el número de sucesos durante un determinado 
iritervalo de tiempo (s, 1) no depende del número de sucesos ocurridos 
hasta el momento s (véase (2.5) y más adelante, cap. 11). Está claro, 
que el proceso aleatorio de la variación E (1), del número de sucesos 
ocurridos hasta el momento actual f, es proceso de Markov, con ello 
la probabilidad del paso del estado E (s) = ¿ al estado E 1) = ¡(£> 5)es 


j<t (13) 


(para j< i, es imposible el paso de ¿a j)., 

Ejemplo (movimiento browniano). El proceso del movimiento bro- 
wniano fue descrito en el p. 2 del $ 3, cap. 11). Como se ve de esta 
descripción (especialmente, si nos volvemos al modelo discreto), 
el movimiento de la partícula brgwniana desde cualquier estado 
E (s) = x no depende de su comportamiento hasta el momento s (en 
el modelo discreto ella se traslada en el siguiente paso a uno de los 
estados x + Ax, x— Ax con la misma probabilidad), con ello, la 
distribución de probabilidades de la magnitud E (£), o sea, las coorde- 
nadas de la partícula browniana en el momento de tiempo t>;s, 
para la condición de que E (s) = x, tiene la densidad 


1 


Pll=s, x, = GEA, —o<y<o, (1.4) 


Va 


Examinemos el proceso aleatorio de Markov E = Ẹ (f, conside- 
rando, como convenimos anteriormente, en que él describe el com- 
portamiento de un determinado sistema físico, en el transcurso del 
tiempo t, y E (f) significa el estado fásico de este sistema en el mo- 
mento t. 

Supongamos que se tiene un número finito o numerable de estados 
fásicos distintos. Si el sistema se encuentra en el estado Ẹ (s) = x, 
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en el momento de tiempo s, entonces después del tiempo ¿— s se 
encontrará en tal d cual estado y con una probabilidad determinada, 
que designamos por P (s, x. f g); nolemos, que para el proceso de 
Markov la probabilidad indicada no depende de su comportamiento 
hasta el momento s. Formalmente, P (s, x, ż, y) significa la probabi- 
lidad condicional de que E (f) = y para la condición E (s) = x, s < £ 
Se puede decir que P (s, x, f, y) es la probabilidad del paso desde 
el estado x, en que se encuentra el sistema en el momento s, al estado 
y durante el tiempo £—s. 

En general, en el caso del espacio arbitrario de estados, se intro- 
ducen las llamadas probabilidades de paso P (s, x, t, B), o sea, las 
probabilidades del paso del estado inicial x = Ẹ ($) a uno de los 
estados y del conjunto indicado de estados B durante el tiempo £ — $ 
(formalmente, P (s, x, t, B) significa la probabilidad condicional 
de que E (£) € B para la condición E (s) = x, s < f. Por ejemplo si 
sólo se tiene un conjunto finito o numerable de estados, entonces 


P (s, x, t, B) = BP (s, x, f y) 


si E (£) es un vector aleatorio en el espacio de n dimensiones E”, y su 
distribución de probabilidades en condiciones que E (s) = x tiene la 
densidad p(s, x, £, y), y € E", entonces 


PG xt By= [pt x, t, y)dy 


(la densidad condicional de probabilidad p (s, x, ż, y), y € E”, la 
decena corrientemente densidad de paso del proceso de Markov 
E=E(0). 

Las probabilidades de paso P (s, x, f, B) del proceso de Markov 
en el espacio vectorial de n dimensiones E”, dan de hecho las distribu- 
ciones de probabilidades del incremento Ẹ (f) — E (s) para el valor 
fijado E (s) = x; si designamos, precisamente, por B + x al conjunto 
de puntos y € E”, tales que y — x € B, entonces para la condición 
Els) =x, E (A —E(s) €B con la probabilidad P (s, x, t, B + x). 
Con respecto a esto señalemos una clase importante de procesos aleato- 
rios con incrementos independientes, que poseen tales propiedades que 
los incrementos E ()—E (to) son independientes de las magnitudes 
Els), s< to (cualesquiera. que sean s< t< f). Como ejemplo 
de procesos unidimensionales de tal tipo puede servir el proce- 
so de Poisson o el movimiento browniano y conocidos por noso- 
tros. 

El proceso de Markov E = E (f) se llama homogéneo si la regularidad 
de su comportamiento en cualquier intervalo (s, f) para el estado 
determinado E (s) = x, no depende de la situación del intervalo 
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(s, 1) en el eje del tiempo; para las probabilidades de paso P (s, x, £, B), 
esto significa de hecho que sólo depende de la diferencia t — s, y no 
de s y £, como en el caso general: 

P (s, x, t B) = P (t—s, x, B) 


(todos los procesos de Markov expuestos anteriormente en los ejem- 
plos, son homogéneos). 

Naturalmente, la esencia de la defini no depende de las desig- 
naciones que, para comodidad de anotación, pueden ser cambiadas 
(compárense las probabilidades de paso en los ejemplos (1.1)—(1.3) 
o la densidad de paso en el ejemplo (1.4). 

En los ejemplos examinados anteriormente, los procesos de Markov, 
poseen la tal llamada propiedad rigurosa de Mar- 
k o v, que se puede describir en términos generales del siguiente modo: 
al caer en tal o cual estado x, el comportamiento ulterior del proceso 
(para el valor dado de x) no depende de su comportamiento en el 
pasado. 

Precisemos este enunciado, utilizando el concepto del momen- 
to aleatorio de tiempo independiente del futuro 
Asi se llama cualquier magnitud v acerca de la cual se puede univoca- 
mente decir, para cualquier £ de la trayectoria E (s), s < f, si es t < f 
o es t> £ (t también se llama momento de tiempo de Markov). Como 
ejemplo de magnitudes independientes del futuro puede servir el 
momento + de la primera caída en tal o cual estado x, y en general, 
el momento de caída en un estado determinado x, después de algún 
momento To de Markov. 

Para aclaración, exponemos el ejemplo del momento aleato- 
rio q, dependiente del futuro y que no es de Markov: 
+ = 1, si el momento t, de la primera caida después de to, en un 
determinado estado x es menor que t= ft +h, y T=",—h, 
si 1, > f; está claro queen la trayectoria E (s), fo < s<ż, hablando 
en general, no se puede determinar si es 1 < £ (es decir, t, < £ + A) 
o no. El proceso de.Markov E = E (1) se llama proceso riguroso de Mar- 
kov, si para cualquier momento de tiempo de Markov t, a condición 
de que E (1) = x, donde x es el estado conocido, el comportamiento 
del proceso para. ¿> 1 no depende de su comportamiento anterior 
al momento t, con ello el paso desde x = E (1) a tal o cual estado y du- 
rante el tiempo A se realizacon las mismas probabilidades que en el 
caso del momento fijado t = s; más exacto: la probabilidad condi- 
cional durante el tiempo h, resulta ser en el conjunto B igual a 
P (1, x, t +h, B), donde P (s, x, t, B) es la probabilidad de paso 
del proceso examinado de Markov. 

Al hablar en lo sucesivo sobre el proceso de Markov E = Ẹ (f) 
(véanse las cadenas de Markov, etc.) sobreentenderemos que se 
cumple la propiedad rigurosa de Markov descrita anterior- 
mente. 


$ 2. Cadenas de Márkov. Clasificación de los estados. 141 


$2.CADENAS DE MARKOV. 
CLASIFICACION 
DE LOS ESTADOS. 
DISTRIBUCIONES 
ESTACIONARIAS 


1. Probabilidades de paso. Como convenimos anteriormente, al 
examinar el proceso aleatorio E = E (f), hablaremos del sistema, cuyo 
estado fásico en el momento de tiempo £ es E 0. 

Sea E (1), £> 0 un proceso homogéneo de Markov con un número 
finito o numerable de estados para los cuales se pueden tomar los 
números naturales i = 1, 2, ... 

Supongamos que el parámetro £ toma sólo valores de números 
enteros £ = 0, l, 2, .. .; entonces, tratamos sobre la cadena de pasos 


E(0>E(0>5 (>... 


El proceso E = E (1) del tipo descrito se llama corrientemente cadena 
de Markov. 

Supongamos que están dadas las probabilidades de paso p¡y, o sea, 
las probabilidades de paso del sistema del estado į al estado j en un 
paso, en otras palabras, la probabilidad de que el sistema se encuentre 
en tal o cual estado j = 1, 2, ... en condiciones de que el sistema 
estuviese en el paso anterior en el estado i: 


pu=P W= ja) (Apul; i=1,2,...). 


Supongamos también que el sistema se encuentra en el momento 
inicial en uno de los estados í con la probabilidad correspondiente 


pt, Y pt = 1 (en particular, si p? = 1, pk = 0 para k + i, entonces, 


esto significa que i es el estado inicial). ¿Cuál es la probabilidad de que 
el sistema se encuentre después de n pasos, en tal o cual estado j = 
2 


Designemos a esta probabilidad por p (n) : py (n) = P (E (n) = 
= j}. Después de n — 1 pasos el sistema se encontrará obligatoria- 
mente en uno de los estados k = 1, 2, ..., con esto se encontrará 
en k con la probabilidad designada por pa (n — 1). Para la condición 
de que después de n — 1 pasos se encuentre el sistema en el estado k, 
la probabilidad de encontrarse después de n pasos en el estado j será 
igual a la probabilidad p}; de paso k a j. Utilizando la fórmula de la 
probabilidad total, obtenemos 


PEN=)=EPEM=jlE0—0=PEN—1)=k). 
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Esto da la siguiente relación recurrente para las probabilidades 
pm, ¡=1,2,...: 
P0) =P} pin) =Z p (n— 1) pan (=h å d (2.1) 


Si el sistema se encuentra en el momento inicial en un estado deter- 
minado i, entonces la distribución inicial de probabilidades es n=1 
PR. — O para k + i y la probabilidad py (1) coincide con la probabili- 
dad p; (n) de que el sistema pase del estado í, en n pasos, al estado j: 


PpU(M=PEM=j180)=i)» i¿j=12... 


Para la distribución inicial de la forma p? = 1, ph = 0, para 
k i, la fórmula (2.1) da las siguientes relaciones entre las probabi- 
lidades de paso pı; (n); i, j = 1 : 


1 para j=i 
put) =4 7 pu (n)= X pa (n—1)pn (2 
O para ji 
(n=1, 2, ...)- 


Es cómodo introducir la matriz P (n) = {pı (n)). De acuerdo a la 
fórmula (2.2) 


P()=1, P() =P, P()=P()P=P,. 


donde 7 es la matriz unitaria, P = {p1} es la matriz de las probabi- 
lidades de paso. Vemos que tiene lugar la siguiente igualda 


P(n =P" (1=0,1,2.... 


Conociendo las probabilidades de paso pı; (n) (véanse (2.1), (2.2), 
se puede determinar fácilmente, la distribución de dimensiones finitas 
de la cadena de Markòv examinada. Precisamente, para cualesquiera 
momentos de tiempo m < na <. . . < ma y de estados is, iz, +. -, da 
en condiciones de que E (m) = is + +=» Elm) *= ix- la probabi- 
lidad de encontrarse en el estado i, en el momento n, será igual a 
(nx - 111), o de otro modo 


P {$ (7) = is Elm) = in | E (1) = in 
E (nri) = dnd) = Pip iia (a — Maa 


Pit 


de donde 
P {Ẹ (a) = in Em) = ia) = 


= P {Ẹ (m) = is -a Ẹ (na) = ina) Pipi Ca — Maai) 
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y, análogamente, 
PE (nm) = ús, 
=P (E (n) 


Elm) = ia} = 
ins o- oa E (n-a) = laa) Poy ty (a-t — mado 


Como resultado obtenemos la fórmula siguiente: 
P {8 (m) = in Ẹ (1) = iz +» o È (m) = i) = 
= pa, (1) "Pig, (ha — M) +- « «Pay gtp (Ma — Mam) (23) 


Examinemos el proceso homogéneo de Markov E = E (1), cuyos 
estados varían durante el tiempo continuo t, £>0, Designe- 
mos por E, el n-ésimo estado, según el recuento, y por Tn, el momento. 
de caída en el estado E, (de otro modo, T, es el tiempo hasta el n-ésimo 
paso En- > En, n= 1,2, ...); supongamos que To = 0, 

Está claro que el momento t, no depende del futuro, y se ve fácil- 
mente, que gracias a la propiedad rigurosa de Markov del proceso 
inicial E (£), el proceso de los pasos de estado en estado, descrito por 
la cadena 

a ba a 


es una cadena de Markov. Hallemos las probabilidades de paso 7, 
de esta cadena de Markov E, = Ẹ (ta), n = 0, 1,... 

Hallemos al principio las distribuciones de probabilidades de las 
magnitudes Tn+4 — Tn para cada uno de los estados posibles E, = 
=1,2, ... Debido a la homogeneidad del proceso E = E (1), para 
la condición E, = i, la distribución T,+, — Tn es igual que la distri- 
bución t = 1, para un mismo estado inicial ¿ = Es (t no es otra cosa 
que el tiempo hasta el cambio del estado i). 

Señalemos que, de acuerdo con la propiedad rigurosa de Markov, 
el comportamiento del proceso E = E (f) después del momento ta, 
para cualquier ¿ = E (ta), no depende de su comportamiento hasta 
este momento, y en particular, el tiempo Ta+, — Ta de estancia en 
los estados ¿=E(rn) no depende de las magnitudes Tet, — Ta, 
k < n— 1 (de donde, a propósito, no es difícil deducir que las dife- 
rencias indicadas Tn+1 — Tn, n = 0, 1, ..., son magnitudes aleato- 
rias independientes). 

Supongamos que, para algún valor de s, el proceso se encuentra 
en un-estado determinado i (E (s) = i). Examinemos el tiempo 7 (des- 
pués del momento s) hasta el momento de cambio de este estado i. 
Si t> t y, en particular, el estado del proceso en el momento de 
tiempo s; = s + tes el mismo: E (s¡) = i, entonces el tiempo t, (des- 
pa de s,) hasta el momento de cambiar el estado, tiene una distri- 

ución de probabilidades igual que v, ya que gracias a la homogeneidad 
del proceso, su comportamiento después del momento s, se somete 
a las mismas leyes, que después del momento s, (en ambos casos el 
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estado inicial es ¿). Esto significa que 
P {t> u +u) =i 1>= 

= P fu >v |h) = i} =P (1>v15(9 =1, 
por que el suceso (E (s) = i, T> 1) incluye en sí al suceso (E (s) = 
= i}, y con la condición de que E (sı) = i, el comportamiento del 
proceso de Markov E (£) no depende de su comportamiento hasta el 
momento s,. Aquí obtenemos, como al deducir la fórmula (2.8), cap. 11, 
que el tiempo q de espera hasta el cambio de estado tiene la distribución 
exponencial de probabilidades: 

PH> 11860 =i=e*%, 1>0 (2.4) 
donde A, es una constante determinada no negativa (1/A, = Mr es el 
tiempo medio de espera); la constante à; se llama densidad de salida 
desde el estado correspondiente i. 

Para ^ = 0, el proceso E (1) se queda para siempre en el estado i; 
tal estado se llama absorbente; para 0< A < oo la e de 
que el estado ¡ se cambie en el pequeño intervalo At es 

MAL + o (Af, (2.5) 
donde o (Af) es un infinitamente pequeño de orden superior en relación 
a At, At— 0. 

Volviendo -a la cuestión sobre las probabilidades de paso j, 
supongamos que el paso del proceso E (1) del estado í al estado j (j + i) 
en el tiempo pequeño Al es 

My At + o (Af), 
donde o(A1)/At—>— 0 para At— 0. 

Si la densidad de salida A, es igual a cero (el estado i es absorben- 
te), el sistema después de caer en i, se queda allí para siempre, es 
decir, sy = O para todos los j + i; y si à # 0, el sistema sale del 
estado ¡ con la probabilidad 1 después de un tiempo finito * (recorde- 
mos, que P {t< t} = 1 — e™™t). Para la condición tœ 1 tene- 

E (0) = i y la probabilidad de paso en el intervalo (Í, t + Af) 
será, según la suposición, AyAt + o (Af); por consiguiente, la proba- 
bilidad incondicional 1,, (f, t+ Af) de tal paso es 
uy (t t+ 40) = (AL + o (4)1-P {1> t} = 

= Ayt H o (A0) e™t 
Dividiendo el semieje 0 < ¿< œ con los puntos t= kât, k = 
= 0, 1, ..., tenemos 


m= J; ny(kât, (k+1)At)= 
h=0 


=) AAt oa a e dt, 
o o 
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de donde obtenemos 
A 
mety | ei jt (2.6) 


(Recordemos que examinamos el proceso En = E (tn), n = 0, 1, 
de los pasos sucesivos, en el cual cada estado siguiente j es diferente 
del estado anterior i, de modo que a: = 
2. Estados reversibles e irreversibles. Examinemos la cadena de 
Markov con los estados 1, 2, . . . y con las probabilidades py (n) 
de paso en n pasos, del estado í al estado bij=l È 
Supongamos que en el momento inicial el sistema se “encuentra 
en un estado determinado i; Designemos por vn la probabilidad. de 
que el sistema vuelva por primera vez al estado inicial i, 
exactamente después de n pasos, El valor 


es la probabilidad de que el sistema caiga en el estado inicial ¿ en 
un paso cualquiera n = 1, 2, ..., de otro modo, v es la probabilidad 
de reversibilidad a i. 

El estado į se llama reversible si la probabilidad de volver a él 
es igual a 1, e irreversible si esta probabilidad es menor de 1. 


Teorema 1. El estado i es reversible, entonces y sólo entonces, cuando 
Y pis (n)= 00. (2.7) 
A 


Demostración. Tiene lugar la igualdad siguiente: 
Un = Un E Una H ooo H na E o n=, 2, 0... (2.8) 


donde se supone que un = pi (1) y se han introducido, complemen- 
tariamiente, uo = 1 y v — O. Esta es un corolario consecuencia de 
la fórmula general de la probabilidad total. Si introducimos, preci- 
samente, los sucesos B, o sea, «el sistema vuelve al estado inicial i 
después de k pasos», è = 1, ....., n y el suceso B+1, O sea, «el sistema 
no cae ni una vez en el estado ¡ durante los n primeros pasos», entonces 
> + «+ Bası será un sistema completo de sucesos, y la probabilidad 
del suceso Al, o sea, edespués de n pasos el sistema se encontrará en el 
estado inicial i», según la fórmula de la probabilidad total es 


ee 
P(A)= Y PALB)P(n, 


donde 
P (81) = vr; P (A | Ba) = Una, k = 1, 
10—01104 


<a m P(A | Bas) =0 


146 Cap. 111. Algunos modelos de procesos aleatorios 


Consideremos las llamadas funciones productoras 


U= $ a, Ve) oz, [21<1. 
a eo 
Evidentemente, para |z|<1 éstas son funciones analiticas. 
La relación (2.8), justa para todos los valores n = 1, 2, . . . se puede 


escribir en la forma 
U()—4=U(9V(), u=1, 
de donde 
1 
U=: (2.9) 
La reversibilidad del estado ¿ significa que 
Y v= lim Ví=1. 
— 


Como se ve de la igualdad (2.9) esta relación límite es equivalente 
a que 


v 


A de 
limU (2) limye" oo. 
Pero 


limU (2) =lim Y) uy; 
zat 1 
y de tal modo, la reversibilidad del estado į es equivalente a que la 


serie X) un sea divergente. Para terminar la demostración sólo queda 
#20 
por recordar que tn = pu (n). 

Teorema 2. Si el eslado inicial i es reversible, el sistema vuelve a i 
un número infinito de veces, durante un número infinito de pasos con 
la probabilidad 1. Si este estado es irreversible, el sistema durante un 
número infinito de pasos estará en el estado i solamente un número finito 
de veces con la probabilidad 1, en- otras palabras, después de cierto número 
finito de pasos el sistema no volverá nunca al estado i. te + wr. 

Demostración. Designemos por v, el número de pasos hasta 
el primer regreso al estado i, por vs el número de pasos hasta el segun- 
do regreso, etc. Si durante un número infinito de pasos se realizan 
menos de k regresos, entonces suponemos que v, = 00. El suceso 
{va < œ} significa que por lo menos se realizaron k regresos, La 
probabilidad del regreso es P (v,< œ} =v. En condiciones de 
realización del suceso {v; < 00), el sistema después de un número 
finito v, de pasos regresa al estado inicial i, después de lo cual su 
futuro comportamiento se somete a las mismas leyes, como si él sólo 
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comenzara su movimiento, De tal forma, la probabilidad del suceso 
{Ya < 00) en condiciones de que (v, < 00), también será igual a uz 
P {va < o |v, < œ} = v, 
Evidentemente, si v, = o, también será vz = œo. Por eso 
P {va < œ} = P {v < œ |v, < 0}-P (y, < 00) = 0%. 
De modo absolutamente análogo, para cualquier k, 
P(m<o |. <0o)=0 P {va < oo} = 
La irreversibilidad del estado í significa, que v < 1. En este caso 


È P< =P 


y, de acuerdo al lema de Borel—Cantelli (véase la pag. 63), puede 
ocurrir sólo un número finito de sucesos del tipo {Va < 00) con la 
probabilidad 1; es decir, durante un número infinito de pasos el siste- 
ma puede encontrarse en el estado í con la probabilidad 1, sólo un 
número finito de veces. 

La reversibilidad del estado į significa que v = 1. En este caso, 
para cualquier k 

P(m<o)= 1 


Designemos por x al número de regresos durante un número infinito 
de pasos. Evidentemente, el suceso {x >) es idéntico al suceso 
Lv < 00), y {x = 00) = Q {va < 00). Debido a la continuidad 


de la probabilidad 
P {x= oo} = lim P (vn < o) =1. 


El teorema queda demostrado. 

Ejemplo (fluctuación aleatoria). Examinemos la fluctuación aleato- 
ria de una partícula por los puntos de números enteros de la recta 
real, por la cual la partícula se desplaza a | en dirección positiva 
con” probabilidad p y en dirección negativa con probabilidad 
q= (L— p). Según la fórmula (1.1) 


ent [pata 


Pu (2n) =p PA” ~ Vas 


y en la fluctuación aleatoria simétrica, cuando p= q = 1/2, 
Pu (2n) ~ 1/V xn y la serie Y) pu (27) es divergente, todos los esta- 
dos son reversibles. Para p + q, cuando 4pg < 1 y Y pi (2n) < oo, 
todos los estados son irreversibles. 5 

10% 
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Hallemos la probabilidad del regreso. Supongamos que en el pun- 
to O se tiene la tal llamada pantalla absorbente: al caer la partícula 
en el punto 0 se queda allí para siempre. Evidentemente, desde cual- 
quier estado ¿> 0 se puede caer en cualquier estado ¿> 0 con pro- 
babilidad positiva. Designemos por v;; la probabilidad de caer alguna 
vez desde ¿ en j. Aquí tiene lugar la siguiente relación: 

Vij = Pitry F Wis. jy 
que nos da la fórmula de la probabilidad total. Esta relación repre- 
senta en sí una ecuación en diferencias finitas para v;; como función 
de i = 1, 2, ... . Con objeto de determinar la solución vyj de esta 
ecuación, son necesarias además las «condiciones límites», Ellas se 
pueden hallar de las siguientes consideraciones. Las probabilidades 
Uy para ¿3 j no se cambian si en el punto j ponemos también una 
pantalla absorbente. En este caso, evidentemente, tendremos vo; = 0 
y vj = 1. Respondiendo a estas «condiciones límites» la función 


by de i rh + į— l para p q tiene la forma 
wy=4+B (2), 0<i<i 
donde 


1 
A=—>7 B=-—5 
ay El 
(7) (7) 
si es p=q=1/2, entonces 
vu=+» 0<i<j. 


Está claro que tienen lugar fórmulas análogas cuando la pantalla 
absorbente está en un punto determinado K y £ < í < j (en las partes 
derechas de las fórmulas indicadas sólo es necesario sustituir í por 
i — k y j por j — k). Si k — —oo, entonces la influencia de la pantalla 
absorbente desaparece y las fórmulas límites dan la expresión para la 
probabilidad v; de paso del punto ¿ al punto ¡> i en la fluctuación 
aleatoria corriente sin cualquier pantalla absorbente. Estas fórmulas 
tienen la forma 

( (23% para p<u2, 
uy. y 
1 para p>1/2. 


Sustituyendo aquí p por q, obtenemos las expresiones de las pro- 
babilidades v para ¿> j, a saber: 


qq 

5 > 1/2, 
w-{ ( 7) en á 

1 para p<1/2. 


(<p. 


(>j) 
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Todas estas fórmulas han sido obtenidas con la suposición de que 
en el punto ¡está la pantalla absorbente, y naturalmente, para í = j, 
dan el valor v;; = 1. La verdadera probabilidad v de regreso al estado 
inicial ¿ = j puede ser determinada según las probabilidades ya encon» 
tradas vs para i + j, como 


U = PUis a F Gimi i» 
lo que da la siguiente expresión para la probabilidad de regreso: 
2p para p< 1/2 
v=32 ‘para q>1/2 


1 para p=q 


ip— d- 


3. Tiempo medio de estancia en un estado. Clasificación de los 
estados. Volvamos a la cadena general de Markov E (n), n = 0, 1, ... 
Supongamos que en e) momento inicia) de tiempo e) sistema se encuen- 
tra en el estado Ẹ (0) = i. Designemos por v al número de pasos hasta 
el primer regreso a este estado (si consideramos que cada paso ocupa 
una unidad de tiempo, entonces v será el tiempo de regreso a i). Para 
el estado reversible el tiempo de regreso con probabilidad 1 es natural- 
mente P {v < œ} = l; para el estado irreversible 


P{v<o}=u<l, P{v=œ}=1—v>. (2.10) 


Introduzcamos el valor medio 


My X nP (v=n}, (2.11) 


suponiendo naturalmente, que p = œo para el estado reversible i. 

Examinemos al principio el caso cuando p < co. De acuerdo con 
el teorema 2, en el transcurso del tiempo el sistema regresará de nuevo 
y de nuevo al estado inicial i. Designemos por v; (~v) el momento 
del primer regreso, por vz el momento del segundo regreso . . ., por 
va el momento del regreso n al estado i. Como ya indicamos en la 
demostración del teorema 2, el comportamiento del sistema después 
del regreso, en uno de los momentos va, al estado i, no depende (para 
E (va) = 1) de su comportamiento hasta el momento v+, y se somete 
a las mismas leyes que rigen desde el principio, para el estado inicial 
E (0) = i. En particular, las magnitudes T, = v,, o sea, el tiempo 
del primer regreso, tz — (vz — Y), el tiempo del segundo regreso . . ., 
Ta = (Yn — Yn-1), el tiempo del n-ésimo regreso al estado inicial ¿ 
serán magnitudes aleatorias independientes con la misma distribución" 
de probabilidades, que tienen el valor medio p. Según la ley refor- 


150 Cap. 111. Algunos modelos de. procesos aleatorios 


zada de los grandes números (véase (5.7), cap. 1), 
LS ou para noo (2.12) 
F 


con probabilidad 1. 
En esta relación vn = X) va es el tiempo durante el cual se reali- 


e 
zaron exactamente n regresos al estado ¿ (recordemos que según las 
condiciones cada paso se prolonga en una unidad de tiempo), en otras 
palabras, n es el tiempo total que el sistema empleó en el estado i 
desde el' intervalo de tiempo 1 hasta el v,. Designemos por ny el 
tiempo total empleado por el sistema en el estado ¿ durante el inter- 
valo arbitrario desde 1 hasta N (n = ny es el número de caídas en 
el estado ¿ durante el tiempo desde 1 hasta N). Ya que n = ny > 00 
para N — oo (véase el teorema 2), entonces de la relación límite (2.12) 
se deduce que 
n Ynsi 
n FA>L tp para Noo 

con la probabilidad 1. Evidentemente, debido a la propia definición 
del número ny, tenemos vay < N < Vny+: Y, por consiguiente, 


Wepu para N— oo (2.13) 


ny 
con probabilidad 1. 
lostremos ahora que la relación límite (2.13) tiene lugar también 
en el caso, cuando el valor medio p, determinado por la igualdad (2.11), 
es infinito (u = -+-00). Para el estado irreversible i esto se deduce 
inmediatamente de la segunda parte del teorema 2 (ny queda limitado 
para N-» oo con probabilidad 1). Para el estado reversible i nos 
dirigimos de nuevo a las magnitudes independientes Y, = Y, — Vht, 
k= 1, 2, ... Determinemos las magnitudes «cortadas» tH (t < Tn), 
poniendo 
A ( Ta para <m, 
T= 
O para n>m. 
El valor medio 


prom = Y) nP (=n) 
pa 
de estas magnitudes (véase (2.11)) para los valores de m suficiente- 
mente grandes, se puede hacer tan grande como se quiera, ya que 


2) AP (ra = n) = co. Ségún la ley reforzada de los grandes números, 
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lím 1 J} tẹ = p" con probabilidad 1, y por eso 


mor E 


lím 


De tal modo, el límite inferior lim- J} ta supera: al número 
noo hal 
tan grande como se quiera ji”, es decir 
+3 Th > 00 para n— oo (2.14) 
ps 


con probabilidad 1. Exactamente igual que de (2.12), de la relación 
(2.14) se deduce (2.13) con pro. 

La relación ny/N entre las magnitudes ny y N que figuran en la 
relación límite (2,13) representa en sí la parte de tiempo, empleado 
por el sistema en el estado į durante el intervalo de tiempo desde 1 has- 
ta N, y (2.13) es equivalente a la siguiente proposición: 


Teorema 3. Con la probabilidad 1 


ot para N- œ (2.15) 
donde y es el tiempo medio de regreso al estado i. 

Se comprende fácilmente que este resultado queda en vigor para 
cualquier estado ¿ (que no es obligatoriamente inicial) con tal de 
que el sistema caiga tarde o pronto en este estado (después de lo cual 
su comportamiento se somete a las mismas leyes que rigen el estado 
inicial i). 

De la relación (2.15) se deduce (véase el teorema 5 del $ 4, cap. 1) 
que 1/p coincide con el límite lím M [3] de las esperanzas mate- 

Naa 


máticas de las magnitudes aleatorias limitadas nx/M. Con objeto de 
hallar la expresión explícita de la esperanza matemática Mn y del 
número de caídas en el estado í durante el tiempo M, introducimos las 
magnitudes r 


1 para E(%)=i, 
=( O en los casos restantes. 


Evidentemente, 


x x x 
ny= X mm May= Y M= Y pu (k). (2.16) 
sá a A 
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En resultado obtenemos que 
N 
1 1 
lim y Y) Pu (k) == + (2.17) 
Nro N O # 


El estado į se llama positivo cuando + > 0, y nulo cuando 2 = 0 


(recordemos que de acuerdo con (2.15) la magnitud 1/p es la parte 
de tiempo, empleado por el sistema en el estado ¿ en un intervalo 
infinito de tiempo). 

Se dice que el estado j es accesible desde i, si durante un determi- 
nado número de pasos el sistema pasa desde ¡ hasta ¡con probabilidad 
positiva, es decir, pı; (M) > 0 para un M dado. Si j es accesible desde 
i y a su vez i es accesible desde j, entonces estos estados í, j se llaman 
comunicantes. 

Sea i un estado reversible y j accesible desde ¿. Entonces i es a la 
vez accesible desde j, ya que en caso contrario el sistema saliendo, 
desde į, después de M pasos, cae en el estado j con probabilidad posi- 
tiva pi M = aœ 0, después de lo cual ya no puede regresar a i; 
de tal modo, la probabilidad del regreso a i no será mayor que 1 — œ, 
y esto contradice a la reversibilidad del estado i. Así pues, si j es 
accesible del estado reversible į, entonces a su vez, i es accesible desde 
j, es decir pı; (N) = $ > 0 para un N dado, es decir, los estados i y j 
son comunicantes. 

Para cualesquiera estados comunicantes i, j (tales que p;; (M) = 
=a4>0, py (N) =P > 0 para unos determinados M y N) de la 
relación 

P (M +K + N) = P (M) P (K) P (N) = P (N) P (K) P (M) 


(donde P (n) = (pu: (n)} significa la matriz de la probabilidad de 
paso pai (n) >0, véase (2.2) y más adelante) deducimos que 


Pu (K + M + N) > pu (M) ps; (K) pun (N) = abpy (K), 
Py (K +M + N) > pn (N) pu (K) pu (M) = apu (K). 
Estas desigualdades muestran, primeramente que las series 


Dopu) X puth) 


convergen o divergen al mismo tiempo y segundo, que los limites 


N N 
limy D puth lim Y p 
a a 


bien ambos son iguales a cero, o bien ambos son positivos. Teniendo 
cuenta el teorema 2, de aquí sacamos la conclusión de que los 
estados accesibles desde cierto estado reversible, también son reversibles. 
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Evidentemente (véanse (2.7) y (2.17), los estados comunicantes 
pertenecen a un mismo tipo: son reversibles o irreversibles, positivos 
o nulos. 

Sea i un estado reversible. Como fue indicado, todos los estados j 
accesibles desde ¡ son reversibles y se comunican con el estado i. 
Todos los estados indicados j forman la llamada clase cerrada de 
estados (designémosla por E) tal que si el sistema en un paso cae en 
uno de los estados j € E, entonces, después de esto, se queda para 
siempre en el conjunto de estados E (cualquier estado, accesible desde 
cualquier estado j € E, también entra en £); con ello, para cualquier 
j E E, se puede determinar la propia clase como un conjunto de todos. 
los estados accesibles desde j. 

Examinemos dos clases cerradas cualesquiera de estados reversibles- 
designándolas por E, y E». Supongamos que un estado j entra simultá- 
neamente en E, y en Ez. Entonces, estas clases E, y E, coinciden, 
ya que cada una de ellas coincide con el conjunto de todos los estados, 
accesibles desde j. Por consiguiente, bien coinciden las clases cerradas 
E, y Ez, O bien no se cortan (no tienen estados comunes j). 

Sepatemos el conjunto E, de todos los estados irreversibles y divi- 
damos los estados reversibles restantes en clases cerradas que no se 
cortan E, Ex, . ... (cada una de las clases representa en sí un con- 
anis: determinado de estados reversibles que se comunican uno con 
otro). 

Como muestra el ejemplo de la fluctuación aleatoria en la pág. 147, 
hablando en general, el sistema en el transcurso del tiempo puede 
marchar «al infinito» por una cadena de estados irreversibles en £p 
(si hay un número infinito de tales estados). Esta posibilidad se 
excluye, si sólo se tiene un número finito de estados irreversibles. En 
este caso, el sistema estará en cualesquiera de los estados irreversibles, 
sólo un número finito de veces con probabilidad 1 y tarde o temprano 
caerá en un determinado estado reversible i; en el futuro «circulará» 
en la clase cerrada de estados reversibles E, que contiene i (así, preci- 
samente, ocurre con la cadena con un número finito de estados). 

4. Teorema ergódico (convergencia hacia la distribución estacio- 
naria). La distribución de probabilidades př, i--1,2,..., se 
llama distribución estacionaria para las cadenas de Markoy con pro- 
babilidades de paso p;, si se cumple. la condición 


p=} pipi j=4, 2, (2.18) 


De las relaciones recurrentes generales (2.1) se ve que la condición 
(2.18) significa lo siguiente: en la distribución pı (no) = pt, i = 
= 1,2, . . ., las probabilidades p; (n) de que en el paso n el sistema 
se encuentre en el estado j = 1, 2, .. ., quedan invariables para todos 
los valores n > no: 

P(n) =p ¡=1,2... (2.19) 
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Supongamos que los estados de la cadena de Markov examinada 
son positivos, forman una clase cerrada y además de esto, para cierto 
ny es positivo el coeficiente de ergodicidad k (no) que se deter- 
mina por la fórmula 


F (1o) = 1-3 sup Y) | Pim (0) — Pm (o) |+ 


Señalemos que para el coeficiente de ergodicidad % (7) tiene lugar 
la siguiente valuación sencilla 


k (no) > sup inf piy (no), (2.20) 


de la cual se deduce que % (n) > 0, si existe aunque sea un sólo 
estado j, accesible desde cualquier estado i (para un mismo número 
de pasos ne) con probabilidad piy (10), piy (10) > 8> O para todos 
los valores i= |, 2, ... 

Señalemos también que la condición % (n) > 0 no siempre se 
cumple. De ejemplo trivial puede servir la cadena de Markov con dos 
estados 1 y 2, cuando el sistema cambia periódicamente (a cada paso) 
su estado (en este caso py (n) = 1, Pes (1) = O, pya (n) = O, paa (1) = 
= 1 para los valores pares de n, py (n) = 0, pz; (n) = 1, pa (1) = 1, 
Pas (n) = 0 para los n impares y 21m (1) — par (n) | = 2 para 


todos los n). 


Teorema 4. Si £ (n) > O para un determinado ny, entonces existen 
los límites 


lim p (n) =p}, ¡=1,2... (2.21) 


donde las probabilidades pł}, j= 1, 2, ..., forman la distribución 
estacionaria. Para cualquier distribución inicial pẹ, i= 1, 2, .. 
las probabilidades límites pł, j= 1, 2, ..., son las mismas, con 
ello tiene lugar la siguiente valuación de la velocidad de convergencia en 
la relación límite (2.21): 


mA Econ (2.22) 
> 


(031 a a) 
Demostración. Admitamos que 
r (n) = inf pu (1), Ry (n) = sup Puy (n). 
Tenemos 
104 1)= inf py (n +1) = inf 2 papas (0) > ini D) pars (n)= r (0), 


Rin 1)=suppy(n+ 1)= sup Pompa (1) < sup 2 PaRa (n)=R; (n). 
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De tal modo, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades; 
ri(1)Sr/(2)<...<rj(1<...<Ri(M<... <R(2)<R(D. 
Para cualesquiera estados a y B 


2 Par (Mo) — z Por (no) = 
= F" Ipar (10) — pon (0)) + X [Pan (ro) — Pan (1) =0, 
donde X significa la adición por todos los valores de £, para los 
$ 


cuales la diferencia Pax (10) — ppa (Mo) es positiva, y Y es la adición 


por aquellos valores de £, para los cuales la diferencia Pan (10) — per (no) 
es negativa. Evidentemente, 


sup Y Pan (09) — Pon (m1 = 1 A (no), 


donde k (no) es el coeficiente de ergodicidad. Utilizando Jas relaciones 
obtenidas, valoremos la diferencia Ry (N) — r,(N). Tenemos 


Ry (0) 71 (a) = SUP Pay (10) — inf poy (n) = 
= sup [Pay (r1) — Poy (rio)] < sup Y* [Pan (10) — pon (ro)] = L1 — k (7i)) 


Y 
Ri (no+ n)—ry (no+ n) = Sup [Pas (o+ n) — pos (o+ n)) = 


sup Y lan (10) — pon (10) Pay (1) < 
<sup [22 [Pan (10) — pon (00)1 Ry (n) + 27 [Pos (rto) — Pon (1o)1 ry (1) = 
=s (Y pax (o) — Por (10) LR (n) — r (09) = 


= [1 — k (ro)l IR; (7) — ry (n). 
De aquí se deduce que 
Ry (Nna) — ry (Nne) < [1 — k (91%, N = 1, 2, 0... 


La sucesión ry (n), n= 1, 2, ..., crece monótonamente y la 
sucesión Ry (n), ecrece monótonamente, siendo 
r; (n) < R; (n). La valuación, obtenida anteriormente, de la diferen- 
cia R; (n) — r; (n) muestra que estas sucesiones tienen un mismo 
límite pł: 


p} = lim r,(0)= lim R,(n). 
don Non 
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Evidentemente 
Ea 
Dri (a) — p35 | < Ry (n) — rs (n) <(1— k (n) 
Para cualquier distribución inicial p$, j = 1, 2, ..., tenemos 


pin LR Apul pups 
A e 
<ZA (M= = R(= r Uk (a) 
La valuación obtenida se puede escribir, naturalmente, en la 
forma (2.22) con las respectivas constantes C y D, suponiendo 


1 Li 1 
Ci Pom Mir" 


Mostremos que las probabilidades limites p} satisfacen al sistema 
de ecuaciones (2.18). Para esto, señalemos al principio que la suma 


Da es finita, ya que para cualquier m 
ps ” “am, ps piel: 

Luego, de la desigualdad py(n+1)> Y pi(n) py (véase (2.1)) 
deducimos que P> 2 ptes para lilaa valor limitado de m, 
y, por consiguiente, 

P> X ptp j=1,2,... (2.23) 

Sumando todas estas desigualdades, obtenemos 

> PB) Bro) = Ye. 
Aqui se ve que debe existir la igualdad rigurosa G =p) 


por consiguiente, deberá exi: la igualdad rigurosa en todas las 
relaciones (2.23), que es lo que se exigía demostrar. 

Establezcamos luego que todas las probabilidades pł} son positivas 
y 230- 1. Evidentemente, 


p} =limpy(n)= lim} Y py(n), 
Ea mon 


iente, las probabilidades finales pf para todos los 
os serán tales que 


n=3>0 i=1,2 +... (2.24) 
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donde py es el tiempo medio de regreso al estado j (véase (2.17). 
Luego, si tomamos en calidad de distribución inicial de probabili- 
dades “a 


entonces, ya que las probabilidades pi se diferencian de p? (i= 
=1,2, ...) sólo en un factor constante (D) p)”, éstas satistacerán 


al sistema homogéneo de ecuaciones (2.18) 
=p j=1,2, ... 

Para la distribución estacionaria pf, i = 1, 2, .... tenemos 

mi) =P y pj = lim py (n) = p}, 


de donde se desprende que )! p? = 1. De tal modo, las probabilidades 


límites pł, i = 1, 2, ..., forman la distribución de probabilidades 
estacionaria (que evidentemente es única). 

Señalemos que las probabilidades límites pł, como cualesquiera 
probabilidades estacionarias, pueden ser halladas del sistema de 
ecuaciones lineales (2.18). 

El teorema queda demostrado. 

Ejemplo (pila de libros). Sobre la mesa del escritorio descansa 
una pila de m libros. Si designamos a cada libro con un número co- 
rrespondiente, entonces el orden de su disposición desde arriba abajo 
se puede describir por la permutación de m números (iy, iz, +. «+ im), 
donde ¡, es el número del libro que descansa arriba, i; es el número 
del libro siguiente, . . ., im es el número del último libro que des- 
cansa lo más abajo. Supongamos que cada libro se coge con una pro- 
babilidad determinada, digamos, el libro con número k se coge con 
la probabilidad pa (k = 1, m), con ello al devolverlo se coloca 
encima. 

Tomemos un estado arbitrario (i, is, . . «, im). En el siguiente 
paso aquél se encuentra o bien invariable, lo que ocurre con probabi- 
lidad p; , al elegir el libro que descansa desde arriba con el número 
i, O bien se cambia por uno de los m— 1 estados de la forma (in, 
dí + +»), lo que ocurre con probabilidad pi, al elegir el libro con el 
número ir Æ ir 

Ante nosotros tenemos la cadena de Markov con los estados, cada 
uno de los cuales se describe por la correspondiente permutación 
dis, iz...» im) y por las probabilidades de paso indicadas. Si un 
libro determinado ¿ no se elige nunca (p; = 0), entonces todos los 
estados (ñ, - . -, im), donde i, = i (el libro con el número ¿ descansa 
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arriba), son irreversibles, ya que después del primer paso se elige un 
libro determinado j, į i y en lo sucesivo el i-ésimo libro que no se 
elige nunca, desciende hacia abajo. Si cada libro se elige con proba- 
bilidad positiva p; > 0, entonces cada estado es accesible desde cual- 
quier otro estado (en total se tienen m! estados diferentes, o sea, las 
distintas permutaciones (i, .. ., im)), y todos estos estados comu- 
nicantes son positivos, formando una clase cerrada. De cada estado 
(iss - - -+ im) se puede pasar después de m pasos a cualquier estado 
jis + > x fm) con probabilidad superior al producto py . . . pm (este 
producto es igual a la probabilidad de paso de (iz, . . », im) a (jp > + 
+ + +1 fm), cuando se elige en el primer paso el libro con el número jm, 
en el segundo paso, el libro con el número jm-; y así sucesivamente, 
en el último paso m se elige el libro con el número j;). Por consiguiente, 
se tiene un coeficiente de ergodicidad positivo k (m) (k (m) > Pi, 
pe . «1, Pmi, Véase (2.20)) y en el transcurso del tiempo se establece 
la distribución de probabilidades estacionaria. 

Examinemos al principio el caso m = 2. Entonces se tienen sólo 
dos estados (1,2) y (2,1). Las probabilidades de paso tienen la forma 


Pu = Pa = Pe Pa = Pr = Pa 
y la matriz de las probabilidades de paso es 
P= pe A 
Ps Pa 
Las probabilidades de paso en dos pasos son 
Pu (2) = par (2) = Pipa + Pops = Pi (Pi + Pa) = Pa 


Prz (2) = paa (2) = Pipo + Papa = Pa (Pi + Pa) = Pa. 
ue P? = P y en general, P” = P. Para cualquier distribu- 
icial de probabilidades tenemos 

Pi (n) = pipu (n) + Pipas (n) = pi (P + P) = Po 

Pa (n) = pipra (n) + pipas (n) = pa (P3 + pÀ) = Pa: 

Se ve que la distribución estacionaria se establece ya en el pri- 
mer paso. 

Examinemos el caso del valor arbitrario de m. Designemos por 
Piian -ns tm), Gis». ¿mo la probabilidad del paso del estado (i .. .. im) 
al estado (j, » jm). Como fue mostrado, 

Pi, Para (jis -+s fm) = (ins +0.) 
O para los restantes (jı, ~., jm), 
donde la permutación (ir, . ..) se obtiene de. (i, im) con la 


elección de un determinado i+ y su permutación en el primer lugar. 
Las probabilidades estacionarias pfj,, ..., ¿ny son la solución del 


Pis, oo. im) Gi +++, m) ( 
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siguiente sistema de ecuaciones lineales (véase (2.18): 


Pl md = Pi, 2 Pl sherini 


Es natural preguntar, ¿con qué probabilidad cada uno de los libros 
existentes resultará estar colocado arriba? ¿Cuándo se establecerá 
prácticamente, después de un número bastante grande de pasos, la 
distribución de probabilidades estacionaria (es decir, cuándo ocupará 

ila de libros la posición portlet lis, + + +» im) con unas 
E a ENA invariables pô, ..., im)? 

La probabilidad de que el libro en el número į descanse arriba, 
será evidentemente, 


LN EP to 


donde la suma se toma según todos los estados, en los cuales está en 

primer lugar i. De las ecuaciones para las probabilidades estacionarias 

obtenemos que 

n= 2 Pr, 
¿3% 


dit A ly e S 


im) = Pi wih 


=P, 2 mr 


es decir, la probabilidad p? de que el libro con el número ¿ se encuen- 
tre arriba, será igual a la probabilidad p:, con la cual se elige este 
libro. De tal modo, cuanto más frecuentemente se tome tal o cual 
libro, tanto mayor será la probabilidad de que éste se encuentre arriba. 

Ejemplo (la fluctuación aleatoria). Examinemos la fluctuación 
aleatoria, en la cual la partícula con probabilidad p, pasa del punto 
i al punto vecino j= ¿+ 1, y con probabilidad q, = 1 — p, al 
punto j = 0. Consideraremos que 0< p; < 1. Evidentemente, todos 
los estados son comunicantes y al mismo tiempo son reversibles o 
irreversibles, nulos o positivos. 

Supongamos que la partícula se encuentra en el estado inicial 
i= 0. La probabilidad de que después de los n pasos siguientes no 
regrese ni una vez a la posición inicial į = 0, será igual al producto 
Popi + « + Pn-s, O Sea, la probabilidad de que el sistema recorra sucesi- 
vamente la cadena de estados 0>1>...—n. Se ve fácilmente, 
que la probabilidad de que éste no regrese ni una vez al estado inicial 
i = 0, después de un número infinito de pasos, será igual al producto 
infinito 


160 Cap. 111. Algunos modelos de procesos aleatorios 


Si este producto infinito es convergente hacia cero: lim pap, - -- 


= 0, entonces el estado ¿ = 0 es reversible. En caso contrario 
la probabilidad de regreso es 


v = 1 — lim pops -e Pa < i, 
no 


y el estado į = 0 es irreversible, 
A este resultado se puede llegar por otro camino, examinando 
directamente las probabilidades v, de regresar por primera vez al 
estado inicial O, exactamente después de n pasos. Evidentemente, 
la partícula se vuelve por primera vez al estado O en el paso n, si 
ella en los primeros n — 1 pasos pasa, sucesivamente, desde el estado 
i— k al ¿ feon probabilidades Pia i= 
= Po» «+ Pn-2 (1 — Pri) 
La Pobabindad: de egreso "al estado inicial 0, según la definición, 


será igual a la suma $ Un y es 
1 


-2 Va = 1 — pot [Po (1 — pi) A +++ = 1 — Mm Pops ++ + Pro 


Para los estados irreversibles, cuando v < 1, la particula se ale- 
jará en dirección -+00 para n— oo, con la probabilidad 1; para los 
estados reversibles regresará un número ilimitado de veces a cada 
estado. El tiempo medio de regreso al estado inicial -¿ = 0 es 
B= Y non = (1 — po) + 2 (1 — pi) Po + 3 (1 — pi) Popi + +++ 

a+n(l— pn) Po + < Prat. -o = 
1+ Po + Popi + + + Pohi +++ Poa E 
y para la condición 


p=1+ È po.. Pai oo 


todos los estados son positivos. 

En el caso más sencillo, cuando las probabilidades 1 — p, de paso 
de todos los estados ¿ al estado inicial O son tales que I — p, > ô> 0, 
i=0, 1,... se puede dar fácilmente Ja valuación del coeficiente 
de ergodicidad 


k> int (1—p)>6 


(véase (2.20), y junto con ésta la valuación de la velocidad de con- 
vergencia hacia las probabilidades límites pł, j = 0, 1, 

(2.22), que forman la distribución estacionaria. Esta "distribución 
satistace al sistema de ecuaciones (2.18) que en nuestro caso se repre. 
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senta del siguiente modo: 


P} = p-ap ¡=1,2,... 
de donde 


P? = Po P3 = PSPoPs» == + 
Ya que 


1= Š ri=o[1+ $ po- paa] 


entonces, como resultado tenemos 


$3. CADENAS DE MARKOV 
(TIEMPO CONTINUO) 


1. Ecuaciones diferenciales para las probabilidades de paso. Exa- 
minemos el proceso homogéneo de Markov E (f) con un número finito 
y numerable de estados 1, 2, ..., que se diferencia de las cadenas 
de Markov examinadas en el párrafo anterior, sólo, en que el pará- 
metro £ (tiempo) varía continuamente y el paso de un estado a otro 
es posible en cualquier momento de tiempo £. Igual que anteriormente, 
hablaremos convencionalmente sobre el sistema físico, cuyo estado 
fásico en el momento tes E (1). 

Designemos por py (f) la probabilidad de paso del estado i al 
estado j durante el tiempo £; precisemos que p;, (f) es, según la defi- 
nición, la probabilidad de encontrarse en el estado j después del 
tiempo £, con la condición de que į fuese el estado inicial: 


pu) =P E(+sS=]j15)=, 1=1,2... 


Sea pł, i = 1, 2, ...., la distribución inicial de probabilidades. 
Análogamente a (2.1), para las probabilidades ña (f) de encontrarse 
en el estado correspondiente, j = 1, 2 lespués del tiempo f 
tienen lugar las siguientes fórmulas: 

p= Dph j=l, 2 -<., (3.1) 


pu (t4s)= 2 palo) prs (s), ij=1,2 ... 


para todos los valores de £ y s, donde 


1 t=j 
puto TN 


O para ij. 83 


1101104 
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Consideraremos que para todos los i, 
lidades de paso py (f) satisfacen las si 
párese (2.5) y más adelante): 


1— pu (8) = hAt + o (Af), (3.3) 
pu (A9 =Aybt+o0(A0, j#i, 
donde 262 — 0 para At— 0, ^ es la densidad de salida del estado 
i; y, es la densidad de paso de i al estado correspondiente j. Supongamos 
1=—4t=1, 2... 


Teorema 1. Las probabilidades de paso py, para el proceso de Markov 
con un número finito de estados para la condición (3.3), satisfacen a las 
ecuaciones diferenciales 


POLO, i j=l 2 ns (3.4) 


iS las probabi- 
ientes E (com- 


Pi0= Era (0) i j=1, 2 (3.5) 


con las condiciones iniciales (3.2). 
Las ecuaciones (3.5) forman el llamado sistema directo y las ecuacio- 
nes (3.4), el sistema inverso de ecuaciones diferenciales de Kolmogórov. 
Demostración. De acuerdo con la fórmula general (3.1), 


pu (t+ 8t) = X pa (A0 pus (0= X pir (0 prs (At) 
Utilizando las expresiones asintóticas (3.3) obtenemos que 
mirut [M+] PIO [wett]. 


Las partes derechas Sie estas igualdades tienen un límite completa- 
mente determinado para Af— 0: 


Ja 2 [patti] O= D hapt, 


lim z palo [htt] 5 pin (f) ag. 
$ 


Por consiguiente, también existe el límite 
im PU E+FAD— pisto _ pr 

lim LS pis (À, 

3) Señalemos que la 


lación (3.3) tendrá lugar, si (igual que en la deduc- 
ción de la fórmula (2.6) las probabilidades zy de paso desde i a j direc- 
tamente) suponemos que la probabilidad de tal paso durante un tiempo pequeño 
At es MjAl + o (Af), y la probabilidad de más de un paso de estado a estado 
durante el tiempo At es o (Af). 
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donde deben cumplirse las igualdades (3.4) y (3.5). El teorema queda 
demostrado. 

Se debe señalar que las ecuaciones diferenciales indicadas para las 
probabilidades de paso pı; (1) tienen lugar no sólo en el caso de un 
número finito de estados, sino también con algunas restricciones com- 
plementarias, y en el caso de número de estados numerables. Por 
ejemplo, el método anterior utilizado para la deducción del sistema 

irecto de ecuaciones diferenciales queda en vigor, si en las expresio- 
nes asintóticas (3.8) los miembros restantes o (4f) son tales que 
200.0 para At=>0 
es uniforme por todas las ¿, con ello, las densidades de paso 
doy están limitadas uniformemente para el valor fijado 
e j: 
MLA <o, (3.5) 


Señalemos también que el sistema directo (3.5) tiene lugar en las 
probabilidades py (f) para cualquier distribución inicial: precisa- 
mente de (3.1) y (3.5) se deduce inmediatamente que 


Pi (O = D pa (O mp Bi de (3.7) 


Examinemos algunos ejemplos. 

Ejemplo (corriente de exigencias de Poisson). 

Supongamos que en un sistema de servicio determinado en el 
transcurso del tiempo se reciben exigencias de modo que el número de 
exigencias E (f) durante el tiempo f, es un proceso homogéneo de 
Markov (con los estados ¿ = 0, 1, ...). 

Desde el estado í sólo se puede pasar directamente al siguiente 
estado ¿ + 1, i = 0, 1, . . . Supongamos que las densidades de salida 
desde cada estado ¿ son las mismas e iguales a à. Evidentemente, la 
probabilidad p; (Af) coincide, en nuestro caso, con la probabilidad 
de que el sistema se encuentre en el estado i en todo el intervalo de 
tiempo A, y de acuerdo con la fórmula general (1.7), 


1— pu (A) = AAt + o (A9). 


Está claro, que la densidad de salida A coincide con la densidad 
de paso al siguiente estado, y de tal modo, en nuestro caso se cumplen 
las relaciones (3.3) en las cuales 

M= him=24 hy=0 para ¡Hi itl 

Para los probabilidades de paso py (f) tiene lugar el sistema de 
ecuaciones diferenciales (3.5). Evidentemente, pj, (f) = po.j-i (8). 
Supongamos que 


Pi (8) = Pos (9), 


=0 1h... 
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Las ecuaciones diferenciales indicadas para las funciones p; (f) tienen 
la siguiente forma: 


Pol) = Apo (f), Ph (D = Apra) — Ap (O) R=1,2,... 


Si pasamos a las nuevas funciones fa (f) = e pa (0), entonces 
obtenemos que 


R (D = Mo (0 + ep, (i) = Mo (0) — A po (t) = 0 
Ea (O = Ma (0) HM ph (0) = Ha (0) + Apa (0 — 

— Aep (H = Afra ( k=l, 2, 
donde fo (0) = 1, fa (0) = 0, para k= 1, 2, ... El sistema de 
ecuaciones diferenciales de la forma 

K=O RO = Afaa (A, k=1,2... 
mes iniciales indicadas tiene evidentemente, la si- 


A a 


Volviéndonos a las funciones iniciales pa (f) = e-™-fa (f) obte- 


nemos que 
mibien, k=O, 1, 00, 


es decir, la corriente de exigencias examinada es una corriente de 
Poisson. 

Ejemplo (sistema con tiempo exponencial de servicio). Supongamos 
que un sistema de servicio recibe una corriente de exigencias de Pois- 
son con el parámetro Ap (las diferentes exigencias se reciben inde- 
pendientemente una de otra y la probabilidad de recibir una exigencia 
por separado durante el pequeño intervalo de tiempo Af es ho-At + 
-+ o (Af). Supongamos, que en el servicio de cada exigencia aislada 
se gasta un tiempo aleatorio v, distribuido según una ley exponencial 
con el parámetro A,, es decir, 


P {t> t} = e mt 


Examinemos dos estados del sistema de servicio; O significa el 
sistema libre, 1 significa el sistema ocupado. Consideraremos que si 
el sistema está ocupado, entonces las exigencias que se reciben en 
este tiempo, reciben la negativa y salen la esfera de servicio. 

Supongamos que en un momento fọ el sistema se encuentra en el 
estado 0. Debido a la independencia del recibimiento de las exigenci 
su comportamiento futuro no depende de las circunstancias anterio- 
res, y en particular, durante el tiempo Af el sistema pasa al estado 1 
con la probabilidad A)-At + o (Af). Supongamos, que el sistema se 
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encuentra en el estado 1 en el momento ż. Si designamos por t, el 
momento aleatorio de paso de 1 a 0 (momento de finalizar el servicio), 
entonces, de acuerdo a la propiedad de la ley de distribución expo- 
nencial (véase el punto 2 del $ 2, cap. 11), para el tiempo de servicio 
tiene lugar la siguiente igualdad: 


P {u> Elu > h} = ett, 


Se ve que el paso al estado O y el comportamiento ulterior del sistema 
no dependen de su comportamiento hasta el momento t,. En particular, 
durante el intervalo A? siguiente a t,, el sistema'pasa al estado 0 con 
probabilidad A,-At + o (Af). De tal modo, la evolución del sistema 
se describe por el proceso de Markov con dos estados 0 y 1, y con las 
correspondientes densidades de paso Ag A. 

Examinemos la probabilidad de paso py (1). En nuestro caso 
Pos (0 = 1— poo (Ô; Pio (A = 1— pu (D y las ecuaciones diferen- 
ciales (3.5) tienen la forma 


Poo (6) + (do + Ay) Poo (1) = Aa, 
Pia (D) + (o + Ai) Pas (D = ho. 
Resolviéndolas, obtenemos que 


Poli = (1— hir ) n ii 
do 


Pa (= (1-a ) ea tr 


Como conclusión de este punto señalemos que el sistema de ecuacio- 
nes diferenciales (3.5) puede tener solución diferente de las probabi- 
lidades de paso p; (1) del proceso de Markov con las correspondientes 
densidades de paso A;,, si se altera la condición de estabilidad siguiente: 
durante un tiempo finito ocurre con probabilidad 1 sólo un número finito 
de pasos. 

Ejemplo (procesó de multiplicación pura). Supongamos que el 
proceso homogéneo de Markov E (f) describe el proceso de multiplica- 
ción de ciertas partículas (E (1) es el número de partículas en el momen- 
to de tiempo £), en el cual, en caso de existir i partículas en el siguiente 
intervalo de tiempo Af con probabilidad A; AZ + o (Af) se puede aña- 
dir una partícula, y la probabilidad de añadirle un número mayor 
de partículas es o (A1). Las densidades de paso A, tienen la siguiente 
forma: 


a M para ¡=i+1, 
u=) 0 para los restantes j asada 
Evidentemente, la condición de estabilidad consiste en que el 


tiempo t, que se exige para un número infinito de pasos 1 —> 2—> . . . 
(desde 1'hasta 00), debe ser infinito: t = co. Si introducimos las 


(i=1,2, 
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magnitudes aleatorias T,, o sea, el tiempo de estancia en el estado į 
(xr, coincide con el tiempo de espera del cambio de estado i), entonces 
tendremos 
=n Ht = Mim 2 tr 

donde t;, i = 1, 2, ..., son magnitudes aleatorias independientes, 
distribuidas según la ley exponencial con el parámetro correspondiente 
A, (véase (1.6)). La condición de estabilidad t = œ es equivalente 
a que 


et= lim [] e“=0. 
new ini 


Pero para la magnitud no negativa e~t la condición e7" = 0 con 
probabilidad 1 es evidentemente equivalente, a que sea igual a cero 
la esperanza matemática Me™, que es 


Me-*= limM([] e7%)= tim || me” 
mem A neait 


(véase el teorema 5 del $ 4, cap. 1). Tenemos 


E EIA Ms 1 
Met “je Med + 


men TI (i=) Oie) 


y del tal modo, la condición de estabilidad examinada es equivalente 


ĀU-n)-0 


1 
1424 
equivalente a la condición $} 27*=0oo. De tal modo, la condición 
de estabilidad del proceso examinado de la multiplicación pura consiste 
en que 


Pero lo último significa que >) =o y esto a su vez es 


Sa 
Y i=0. 
pa 
Supongamos que se altera esta condición; entonces, durante un 
intervalo de tiempo ż, se forma un número infinito de partículas con 
una probabilidad positiva: P {t < £} <0. Supongamos que en el 
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momento inicial se tiene una sóla partícula. Introduzcamos un estado 
más, que significa la existencia de una cantidad infinita de partículas, 
El proceso pasa a este estado durante el tiempo £con la probabilidad 
positiva Pje (f) = P {t < 1), a pesar de que las densidades de paso 
correspondientes Aæ son todas iguales a cero y la ecuación diferencial 
(3.5) para Piw (f) tiene la forma 
Pix (0 =0, — pi=(0) =0; 

su solución es la función pı% (f) = 0, mientras que la proba- 
bilidad po (f> 0. 

2. Coeficiente de ergodicidad y convergencia hacia la distribución 
estacionaria. Del mismo modo que el caso del tiempo discreto, tiene 
lugar el resultado siguiente. 

Teorema 2. Si el coeficiente de ergodicidad 


Ro) 13 sup Y) pu (o) — Pa (o) | 
sn 


es positivo para un determinado ty > 0, las probabilidades p; (f) de que 
el sistema se encuentre, después de un tiempo t, en el estado correspondiente 
j=1, 2, .... para t-> œ, tienen los valores limites 


n= limp ¡=12 (88) 


Las probabilidades limites p} no dependen de la distribución inicial 
ph, i= 1, 2, ..., con esto 


sup | pj (0 — pj | < Cord (3.9) 
Pi 


1 1 1 
(ww P n Tr) 
(La demostración es Ja misma que en el teorema 4 del párrafo ante- 
rior). 

Respecto a la condición Æ (t)) > 0 de este teorema, en el caso del 
tiempo continuo, se puede añadir lo siguiente: si un estado j es accesible 
desde otro estado i (es decir, pu; (ta) > O para un determinado to), tam- 
bién es accesible para cualquier (> 0 con una probabilidad positiva 
pus (> O (para la cadena con un número finito de estados comu- 
nicantes, se deduce de aquí, que todas las probabilidades de paso y el 
coeficiente de ergodicidad k (1) > máx mín p;, (f) son rigurosamente 
positivos para todos los £> 0). 

Demostremos esto para el caso de un número finito de estados. 
Examinemos al principio la probabilidad p; (£) que se supone conti- 
nua como función de £ y py: (0) = 1, ya que esta probabilidad es posi- 
tiva para valores de f suficientemente pequeños. Ahora bien, de la 
relación (3.1) se ve que para cualesquiera s y f 


Pu (s +0 > Pu (9) pu (0, 
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y en realidad la probabilidad p; (1) es positiva para todos los valores 
de £. Examinemos ahora el estado j accesible desde el estado i, es 
decir, tal estado que p;; (s) > 0 para un determinado s. Mostremos 
que tal probabilidad p;; (À es positiva para cualquier £> 0. Tenemos 


PUNO > puy (W) py (t— u), ust 
Como hemos visto, la probabilidad pyy (£ — u) es siempre positiva, 


de modo que es suficiente demostrar que py (u) > 0 para u < £. 
Según la suposición, pı; (s)> 0. Examinemos la cadena de Markov 


con el tiempo discreto y con las probabilidades de paso pi; = piy (5) a 
donde el número natural n satisface a la condición m + < £ (m es 


el número de estados), Ya que piy (n 7) > 0, el estado ¡es accesible 


desde i. Se ve fácil mente, que es accesible no sólo después de n pasos, 
sino también en un determinado número de pasos no, no superior al 


número m de todos los estados existentes, es decir, piy (no Ż) > 0, 


donde mi =u<t. La demostración está terminada. 


Es útil señalar la siguiente circunstancia. Eligiendo una unidad 
convencional de tiempo A, se puede considerar a E (£), en el momento 
t = kA, como una cadena de Markov E (k), k = 0, 1, ..., con las 
probabilidades de paso Py, (9 Pus), Evidentemente, "las pro- 
babilidades limites pf, j = 1, 2, ...., serán las mismas que para 
el proceso inicial $ (1). Si referimos los estados j = 1, 2, . .., de este 
proceso al mismo tipo que en la cadena correspondiente de Markov Elk) 
(cada estado j puede ser reversible o irreversible, positivo o nulo), 
entonces de la relación (3.8), en el caso de tiempo continuo £ (lo mismo 
que de la relación (2.21) en el caso del tiempo discreto £) se deduce, 
que las probabilidades límites (3.8), para la clase cerrada de estados 
positivos, forman la única distribución estacionaria 


o3 = 2 ptpu (O, j=1, 2, ..., (3.10) 


para todos los valores de t. 
Para las probabilidades estacionarias p; (f) = p}, obtenemos de 
las ecuaciones diferenciales (3.7) (para pj () = 0) el siguiente sistema 


lineal: 
2rny=0, j=1,2,... (8.11) 


Ejemplo (sistema de servicio. Fórmula de Erlang): Examinemos el 
sistema que puede atender a la vez a m demandas. Consideraremos que 
tenemos m líneas y la demanda siguiente se recibe en una de las líneas, 
si por lo menos está libre una de ellas; en caso contrario a la demanda 
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recibida se le da la negativa y aquélla sale fuera de la esfera de servi- 
cio. Supongamos, que la corriente de demandas es la corriente de 
Poisson con el parámetro Ao, y que las demandas son atendidas inde- 
pendientemente y que el tiempo de servicio en cada demanda (en 
cada una de las m líneas) está distribuido según la ley exponencial 
con el parámetro A. 

Examinemos los estados k = 0, 1, ..... m, donde el estado k 
significa que están ocupadas justamente £ líneas. El paso del sistema 
de estado a estado durante el tiempo Z, representa en sí un proceso de 
Markov, cuya densidad de paso tiene la forma 


p j=k+1 
Ay para j=l, apas : 
Lost O para j+k—=1, k+1. 


En efecto, el paso desde k a k + 1 se realiza al recibirse la demanda 
siguiente, que ocurre en el tiempo Af con la probabilidad Ay Al + 
+ o (Aù. La probabilidad de que ninguna de las £ líneas ocupadas 
se libere en el tiempo Af es [1 —2A£— o (ANY (ya que las lineas 
se sirven, independientemente una de otra) y la probabilidad de libe- 
ración de una de las líneas, es decir, el paso del estado % al k — 1 es 
1— [1 —241— o (AP = kàAt + o (Af). La probabilidad de otros 
cambios en el sistema durante el intervalo de tiempo Al es o (A4). 

Como se ve directamente de la expresión para las probabilidades 
Pu (0), obtenidas antes en el caso m = 1 (véase la pág. 165), cuando 
(> 00 las probabilidades py (f) tienden rápido, exponencialmente, 
hacia sus valores límites. De acuerdo a la valuación general (3.9), 
también se observa lo mismo en el caso de m líneas. Las probabilidades 
estacionarias pf (1) pueden ser halladas de las ecuaciones (3.11), que 
en nuestro caso tienen la siguiente forma: 


hop + dp] = 0, 
Aoph-ı — (ño + RA) pk + (k + 1) Apy 
ophi — mph 


De estas ecuaciones obtenemos que 


m= l, k=0,1 
1 UN 
27) 


(Las expresiones halladas para las probabilidades estacionarias se 
denominan fórmulas de Erlang). 
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$4. PROCESOS 
QUE SE RAMIFICAN 


1. Ecuación diferencial de las funciones generatrices, Supongamos 
que se tiene un conjunto determinado de partículas, que en el trans- 
curso del tiempo se transforman en particulas del mismo tipo, con 
ello este proceso de «multiplicación» posee la siguiente propiedad: 
cada una de las partículas iniciales, después de un tiempo £, indepen- 
dientemente de las otras partículas y de las circunstancias precedentes 
al momento inicial, genera un grupo de n partículas con la misma 
probabilidad p (f) para todas las partículas. 

Designemos por E (1) el número de partículas existentes en el 
momento de tiempo 7. Evidentemente, la evolución de la magnitud 
E (2) representa en sí un proceso aleatorio de Markov, Un proceso de 
tal tipo se llama proceso que se ramifica*). 

Supongamos que en un momento de tiempo s, digamos s = 0, 
se tienen justamente k partículas. Designemos por Ey (1) el número de 


partículas generadas por la partícula ¿, i = 1, ...., k, después de 
un tiempo /. Entonces el número total de partículas después de un 
tiempo £ será 

EO=E(0+...+Ex 0. (4.1) 


Aquí, las magnitudes aleatorias E, (1), ...., a (1) son inde- 
endientes entre sí y tienen una misma distribución de pro- 
abilidades 


P Œ= n= m, n=0, 1... 


Supongamos que una particula aislada, en el pequeño intervalo 
de tiempo Af con la probabilidad 


Pa (A) = hn At + 0(80, nl, 


se transforma en n partículas nuevas, y se queda invariable, con la 
‘probabilidad 


Pi (A) = 1 — AAt + o (Af). 

Supongamos luego, que %, = —h, Jjða = 0 y las probabilidades de 

aso Ph (f) = Pin (1) satisfacen a la ecuación diferencial de Kolmo- 
4 


pi 
górov (véase (3.4) 
Hon 0=3 Mpal, 1=0,1, .... 
à 


1) El modelo descrito puede servir para estudiar muchos procesos reales 
dreacciones fotoquímicas, procesos nucleares, etc.). 
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donde Pan (f) son las probabilidades de paso del proceso que se rami- 
fica de Markov E (f) (Pan (f) es la probabilidad de que, & partículas 
generen n partículas durante el tiempo ô). 

Introduzcamos las funciones generatrices 


Fe a= 3 pie, 
yirt (4.2) 
Fa (t, 2)= 2 Pra (0)2"- 


Para cada z, |z| < 1, tenemos 
SALES mOr D a Y aO, 
o Le E A 


lo que da la siguiente ecuación diferencial para la función generatriz 
(h a): 


-FU = J MaF lt, 2). (4.3) 
n 
Las funciones F (f, z) y Fa (£, 2) determinadas por las fórmulas 


(4.2) son tales que para un valor fijado de z representan en sí las espe- 
ranzas matemáticas 


F(U3=MBO , i=l,...k, 
F, (t, 2 =M20, 
donde Es (f) es el número de partículas generadas por la partícula i 
0 
durante el tiempo £ y E (1) = Y Es (0). Ya que todas las magnitudes 
fi 
g (0, i=1,... k son independientes, entonces 
Mt 9t O — o MO, 


lo que da la siguiente relación para las funciones generatrices exa- 
minadas 


Falt 3 =1F (23M, k=1,2... (4.4) 


Ya que Fe (f, z) = l, la ecuación diferencial para la función 
productora F (£, 2) se puede escribir en la forma 


FF 2) = X MP2). (4.5) 
0 


Consideraremos que las densidades de paso ^r, k = 0, 1, .. 
son parámetros dados del proceso que se ramifica E (1). Introduzcamos 


172 Cap. 111. Algunos modelos de procesos aleatorios 


la función 
F= En Ma, (4.6) 


la cual es analítica para 0< x < 1 y la fórmula;(4.6) da su desarrollo 
en serie de potencias. De acuerdo a la igualdad (4.5) la función gene- 
ratriz F (t, 2) es la solución de la ecuación diferencial de la forma 


EERON (4.7) 


Ya que F (0, z) = z, la función generatriz F (f, z) para cada z, 
0< 2 < l, coincide con la solución x = x (1) de esta ecuación que 
satisface a la condición inicial x (0) = z. 

En lugar de la ecuación (4.7), es cómodo examinar su ecuación 
diferencial equivalente para la función £ = f(x) inversa a x = x (1) 


de 1 
ET" 


La función = £(x), que es la solución de esta ecuación, tiene 
la forma 


t= fi osx (4.8) 
Ejemplo. Supongamos que las densidades de paso son 
M=, A=-A, M=0 para k=2,3,... 
En este caso f (x) = à (1 — x) y 


t= f Te 


De esta relación se obtiene fácilmente la función F = F (t, z). Pre- 
cisamente, 


—4 [in(1—x)— In (1—2)]. 


In (1 — F) = At + In (1—2) 


F(t, 3) = 1— e> (1 — 3). 
Las probabilidades p, (1) determinadas del desarrollo F (t, z) = 
= 2 Pha (f) z" en el caso examinado son 
Pol) = 1— e, p (N =e, pr()=0 para n=2,3, .. 


Ejemplo. Imaginémonos que algunas partículas se multiplican 
mediante su fisión por la mitad; en el proceso que se ramifica, co- 
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srespondiente a este fenómeno, hay que tomar 
d=0, y=, h=2 (4=0 para k <2) 


En este caso 
F=) 


—]u=5[m( 1-5 )—m(1—4)]. 


De tal modo, la función F(t,2)= 292 puede ser determi- 
e 
nada de la relación 


¿[m(1—4)m(14)]. 
Hallamos fácilmente que 


y 


" 


t= 


J-j 


o Y (IMP, 
Kao 


as z 
Eye 


Como resultado obtenemos que 
poKt)=0, pn()=eH(1—e MPA, n=1,2... 


Examinemos la ecuación diferencial (4.7) en la cual la 
función f (x) se determina 
or la fórmula (4.6). De esta 


z a ta 

órmula se ve que a; 
y (y = Syk (k= hdt 
rosg tn a 

para U<x<1, i 
de modo que la función f (x) Hz) 
es convexa y su derivada 

0 1 T 0 a (i x 
7) 


F (x) crece monótonamente 
en el intervalo 0<x< 1. 
El valor dex = 1l es una 
raíz de la ecuación f (x) = 0, Fig. 20. 
ya que Y 4, =0. Es po- 
a 

sible que sólo exista todavía otra raíz x= de esta ecuación, 
y en correspondencia con esto, el gráfico de la función f (x) tiene la 
forma indicada en la fig. 20. 

Supongamos que se tiene la raíz x =a, 0< a < 1 que deter- 
mina una curva integral especial x (f) = « de las ecuaciones diferen- 
ciales examinadas. Tomemos la curva integral (4.8) que pasa por el 
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punto £= 0, x 


z, 0z <a: 


Ya que la derivada f' (a) es finita y para x~ æ la función f (x} 
tiene la forma f (x) ~ f’ (a)-(x — a), entonces a lo largo de la curva 
egral crece ilimitadamente el valor 


z 
dx 

a Y ES Friera x>a, con ello la 
a propia curva no corta en ningún lugar 
a otra curva integral x (1) = a. En el 

z intervalo 0< x< æ la función f (x) 
es positiva y, por consiguiente, la curva 

o T integral x = x (2) es positiva y, por con- 


siguiente, la curva integral x = x (f) 
Fig. 21. crece monótonamente para £— o0, 
quedando limitada por el valor x = a. 

Como función monótona limitada, la función x (f) tiene un límite 
determinado PB = lim x(0, z< ß<a. Pero cuando x—ĝ la 


función / (x) tiene su límite f (B): 
FB) = lim f lx (91 = lim (0. 


Está claro que el valor f (B) deberá ser igual a cero, ya que en 
caso contrario la función 
i 


x(0= Ja 


crecerá ilimitadamente para t— œ. Por consiguiente, P es raíz de 
la ecuación f (x) = 0, y coincide con a: B = a. De tal modo, todas 
las curvas integrales x = x (f) para £= 0 que pasan por el punto 
x=2, 0<2<a crecen monótonamente para 100 y 


lim x (f) = a. (4.9) 
ta 


Es completamente análogo el comportamiento de las curvas inte- 
grales que pasan por los puntos x =z, a <z2<l (0<a< 1) 
para £= 0. La diferencia sólo consiste en que x (1) decrece monó- 
tonamente, ya que la derivada x’ (1) = f Lx (£)] es negativa ( (x) < 0 
para a < x< l). El cuadro general de las curvas integrales corres- 
pondientes a los valores del parámetro z en el intervalo 0 < z < 1, 
está expuesta en la fig. 21. 
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El caso z = 1 exige un examen especial. A él siempre le corres- 
ponde la curva integral de la forma x()= 1. 
Si para un determinado xo, a < xy < 1, 


1 
l5- —o (4.10) 
ES 


(que siempre es así, cuando f’ (1) < 00), entonces la curva integral 
arbitraria de la forma 


as du , 
tma fT 0<x<1, 4 a 
que pasa por un punto determinado f 
(to, xo), para x— 1, decrece ilimi- | 
tadamente: 
z y to 7 
t=b-+ j o >—o, n a 
do 
Esto quiere decir, que cualquiera — Z 
que fuese £> 0, para un determi- 
nado x = 2, 0 z< l tiene lugar qx 
la igualdad 
z 
de 
He) =t0+ |=% $ ? 
` Mm 
Vemos (véase la fig. 22,a) que Pig. 2. 


todas las curvas integrales cortan 
al eje £ = 0 en un punto (0, 2), donde 0 < z < 1 y, por consiguiente, 
x qa 1 es la única curva integral que pasa por el punto (0, 1). 
i 
1 


>>. (4.11) 
ES 
entonces para valores suficientemente grandes de fo>0, la curva 
integral t=0+ 75 corta a la curva integral x(t)=1 siendo 


tangente a ésta ên un punto determinado (r, 1), donde 
1 


Es 
(véase la fig. 23, 6). En este caso, por el punto (0, 1) pasa toda una 
familia de curvas integrales x, (f), cada una de las cuales corresponde 
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a su valor + >0. Entre ellas se encuentra la curva integral xo (0) 
correspondiente al valor t = 0 y teniendo las mismas propiedades 
que la curva xe (/) se halla por debajo de todas las curvas integrales 
restantes xy (f): 


Xo (A Skah, OSIK o. 


Esto se explica, porque dentro de la zona 0 $ x < 1, 0 < {< o0, 
la solución de la ecuación diferencial examinada es única y en esta 
zona las curvas integrales no se cortan entre sí. También se ve fácil- 
mente que la curva integral xp (1) sirve de límite para las otras curvas 
integrales x (£, z) que descansan debajo de ella y pasan por el punto 
correspondiente (0, 2), donde 0<z< I 


2 (0 =limx(L 2). (4.12) 


2. Efectos de degeneración y explosión. Recordemos que la función 
generatriz F (f, 2) = 3) pa (D 2 del proceso que se ramilica (donde 
=] 


pu (i) = P (E (1) = k} a condición de que E (0) ), como función 
de f, coincide con la solución x (£, 2) de la ecuación diferencial (4.7), 
con la condición inicial x (0, 2) =z. El análisis de esta ecuación 
diferencial expuesto anteriormente, permite hacer las siguientes con- 
clusiones referentes al propio proceso que se ramifica E(%). 

Hablando en general, existe la probabilidad positiva de que des- 
pués de un tiempo determinado £ no quede ni una sola partícula 
Naturalmente, esto no puede ocurrir, si a = O (es decir, si las parti- 
culas no pueden desaparecer sino solamente multiplicarse). Si en el 
momento inicial £ = 0 se tiene una partícula, entonces esta probabi- 
lidad es po (f = F (£, 0). Si al principio se tienen $ partículas, esta 
probabilidad será Pro (1) = F*(£, 0) = ph (8). 

La probabilidad po (1), como función de f, es una solución de la 
ecuación diferencial (4.7) correspondiente al parámetro z 


P (i) = F lp (9), po (0) = 0. 


Anteriormente fue mostrado que esta solución, cuando f—> o0, se 
aproxima asintóticamente a un valor determinado po = a que es la 
raíz menor de la ecuación f (x) = 0 (véase la relación (4.9)), es decir, 


lím po () = a. (4.13) 


De tal modo, po = a es la probabilidad de degeneración del proceso 
que se ramifica E (f) (la probabilidad de que en un cierto momento 
de tiempo no quede ni una sola partícula). 

Si la función f (x) es positiva en el intervalo 0 < x < 1, la pro- 
babilidad de degeneración del proceso que se ramifica E (1) será igual 
al 
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Examinemos el llamado fenómeno de explosión, cuando se forma 
una cantidad infinita de partículas, 

La probabilidad de que ocurra la explosión antes del momento £ 
(si al principio había una partícula) es 


pa()=1PE()<00)= 
=1— X PE0=)=1- Y pn(0=1—limF(, 2. 


En el caso cuándo x (f) = 1 es la única curva integral de la ecua- 
ción diferencial (4.7) que pasa por el punto (0, 1), el límite 
lim F (t, z) evidentemente, será igual a 1. Por consiguiente, con la 


mt 

condición (4.10), Pæ (f) = 0 para cualquier ż, de modo que la pfo- 
babilidad de la explosión queda excluida. Para la condición (4.11), 
las curvas integrales x (f, z) cuando z— 1, convergen monótona- 
mente hacia la función xp (f) descrita anteriormente (véase la rela- 
ción (4.12)) de modo que la probabilidad de explosión es 


P» (D = 1— so (9> 0; (4.14) 


Se ye fácilmente, que si al principio había k partículas, entonces 
la fprovsbiidad de explosión después del tiempo £ para la condición 
(4.10) también será igual a cero, y para la condición (4.11) será 


pr () = 1—4 (0. (4.15) 


$ 5. ALGUNOS PROCESOS 
DE SERVICIOS EN MASA 
Y FLUCTUACIONES 
ALEATORIAS 


1. Procesos de restablecimiento. Sea E,, Es, ... una sucesión de 
magnitudes aleatorias positivas independientes, que tienen la misma 
distribución de probabilidades, y 


S=E+E +... + En. 


Consideraremos convencional mente, que se tiene un cierto aparato 
con el plazo de servicio Ey; después de salir fuera de uso (después del 
tiempo aleatorio Es) se cambia por otro aparato nuevo, que a su vez 
sale fuera de uso después del tiempo aleatorio E, después de lo cual 
se cambia por el siguiente aparato nuevo, etc. Con tal interpretación, 
las magnitudes Sn, n=1,2,..., se denominan naturalmente 
momentos de restablecimiento. 

En el proceso de restablecimiento examinado Sp, n= 1l, 2, ..., 
nos ocuparemos, fundamentalmente, de las magnitudes v (f) que es 
1201104 
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el número de restablecimientos en el intervalo de tiempo 10, 4 y 
1 (2), que es el plazo restante de servicio del aparato sucesivo que 
trabaja en el momento £. 

Supondremos que el restablecimiento se realiza en momentos dis- 
cretos de tiempo £ == kh múltiplos de un cierto A> 0 (digamos A = 
= 1). En relación con esto debemos precisar en que momento se 
reemplaza el aparato estropeado. Examinando sólo los valores de 
números enteros £ > 0, consideraremos que si el aparato se estropeó 
en el intervalo Iż, £+ 11, se cambia por otro aparato nuevo en el 
momento de tiempo £ + 1 (el plazo de servicio de cada aparato puede 
ser igual a 1,2, ...). 

Así pues, supongamos que las magnitudes examinadas En, k = 
= 1, 2, ..., toman los valores de números enteros x= l, 2, ... 


con las probabilidades correspondientes P (x), HP (x) = 1. 


Designemos por E (f) el tiempo de trabajo del aparato siguiente 
en el momento £: 


El) = t— Svo. (5.1) 


En el siguiente momento de tiempo ¿+ 1 el aparato bien sale 
fuera de trabajo y se cambia por un aparato nuevo, en este caso 
E (2+ 1) = 0, o bien continúa trabajando, en este caso E (f +4- 1) = 
= E (1) + 1. Con la condición de que el aparato que trabajó el tiem- 
po x, sale fuera de trabajo después de la unidad de tiempo y se cambia 
por un aparato nuevo con la probabilidad condicional 


=P 1> LED, 
Y Po 
e 
NT (5.2) 
El proceso aleatorio 
O> EMED... 


representa en si la cadena de Markov del tipo examinado anterior- 
mente (véase, el ejemplo de la pág. 159) cuando es posible el paso 
del estado x, al estado siguiente x + 1 que se realiza con la proba: 
bilidad 

p= LEE, 0, hice, (6.3) 
o bien al estado «inicial» O, que se realiza con la probabilidad q (4) 
determinada por la fórmula (5.2); en la expresión (5.3) G (4) = 


= Y P (y) significa la probabilidad de que el plazo de servicio del 
e 
aparato sea mayor que x Evidentemente, la caída en el estado 0 
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durante ¿(E (1) = 0) significa el restablecimiento en el momento 4; 
el tiempo de regreso al estado O no es otra cosa que el tiempo de ser- 
vicio de un aparato; el número de caídas en el estado O durante el 
intervalo (s, f| es igual al número de restablecimientos en el inter- 
valo de tiempo desde s hasta ż, ete. 

Como fue establecido para nuestra cadena de Markov E (f con 
los estados x =0, 1, con la condición de que el tiempo medio 
de regreso p al estado O sea finito se tiene /a distribución estacionaria de 
probabilidades (2.25): 


Pq rr) LOLA ar. 
que para:las probabilidades de paso rm, O T A 
tiene la forma 
E (5.4) 


con ello el tiempo medio de regreso p = 2,6 (x) coincide con el tiempo 
medio de servicio del aparato aislado: 


PEZE = Š 11001) - 
1G(0)—G (1)} -4-2 1G (1) 6 (2)} +316 (2)—G (3) +... = 
-Jow =p. (5.5) 


Recordemos que G (x) es la probabilidad de que el plazo de servicio 
del aparato sea mayor que x; supongamos que G (x) decrece cuando 
x- œ lo suficientemente rápido, a saber: 

G(x +1) <aG (x), donde a< 1. (5.6) 


En este caso todas las probabilidades de paso q (x) = 1 — E+ 


no son menores que 1 — a> 0, y por consiguiente, el coeficiente de 
ergodicidad de tal cadena de Markov será positivo: 


k) >a 
Con esta condición las probabilidades p: (x) = P {Ẹ () = x} 
para f— œ, convergen hacia la probabilidad estacionaria p* (x): 


impi, x=0, 1,0, 67 
too Ld 
12° 
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y aún más, tiene lugar la siguiente valuación de la velocidad de con 
vergencia (véase el teorema 4 del $ 2 de este capítulo) 


pu chea, (5.8) 


Examinemos el número medio de restablecimientos durante el 
tiempo desde £ hasta £ + s (de otro modo, el número medio de caídas 
en el estado O durante ese tiempo), que es 


t 
nlt+s—nl =M isv 2,210) 


(anteriormente designamos por v (£) al número de restablecimientos 
en el intervalo de tiempo de O a (). Está claro, que para cualquier 
intervalo limitado (1, £+ sl 

s 


n(6+s)—n() >; para (00, (5.9) 
ya que pu(0)> E y, además, como se deduce de la desigualdad (5.8), 


[n(t -s)—a(0) <ie. (5.10) 


La relación (5.9) muestra que para un proceso prolongado de resta~ 
blecimiento el número medio de restablecimientos durante el tiempo s es 
aproximadamente igual a la magnitud E „donde p es el tiempo medio 
de servicio del aparato aislado. 

Hemos convenido en considerar que si el aparato trabajó en el 
momento £ (múltiplo de A) entonces él se cambia no antes de un tiempo 
h (h = 1). Como tiempo durante el cual todavía trabaja el aparato 
después del momento £, tomamos la magnitud 

n (N = Sy —h — t, (5.11) 


donde Sy ()+1 es el momento de restablecimiento siguiente a £ (mo- 
mento de cambio del aparato examinado). 


Está intuitivamente claro, que durante el proceso prolongado de 
restablecimiento (1—> 00) la distribución de probabilidades de la 
magnitud y (£) deberá ser aproximadamente igual a la de la magnitud 

1) = t — Sy q. De base para ello sirve la «reversibilidad» durante 
el tiempo del proceso de restablecimiento; los momentos de restable- 
cimiento se pueden contar en orden contrario (el número de restable- 
cimientos n = v (1) crece ilimitadamente, y las magnitudes 


Si = bn S2 = b t En ooo S=b+...+E 


Si = En Si = En + Bato -oo Sh = Ea Hoo HBa 
tienen la misma distribución conjunta). 


y 


$ 5. Procesos de servicios en masa y fluctuaciones aleatorias 181 


Señalemos, que en el caso cuando el tiempo de espera de la rotura 
del aparato tiene la distribución exponencial de 
probabilidades 


G) =E, 5=0,1L <: + 
ya desde el principio 
PaO, :=0,1,... (p 


(véase el punto 2 del $ 2, cap. 11). 

Sin limitarnos a las observaciones hechas anteriormente, damos 
un fundamento riguroso al hecho de que la magnitud y (f) para t—> o0, 
tiene la distribución límite de probabilidades 


TO. == A hiss (5.12) 


ino 


Suponiendo que S¿=0, tenemos 
P(N =x} X SSL, San=t4 l+) 


donde (según la fórmula de la probabilidad total) 
P{Sa <t, San=t +l 4a) 
= Y PSim=14+14x/8,=5)P {(Sa=s}= 


ER 
= 2, Plm=t hl+x—s)P (S,=5) = 
= 2, Pt hrs P(S=8). 
Se ve que 
P= Y, PU s+ 1400) = 


= PU IHA pu) (5.13) 


ya que 
2, P (Sn =s} =P (E(9)=0) = ps (0) 


es la probabilidad de que el momento s sea el momento de restable- 
cimiento. Tomando en consideración que para (— oo 


t 
Y Put1+r) G(x) y Peu) E 


de la igualdad (5.13) obtenemos la fórmula (5.12). 
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Consideremos ahora el número de restablecimientos v (£ + s) — 
— v (1) durante el intervalo de tiempo (*, t + sl. Evidentemente, 


P +9 — yA = 0) =P (10 >), 6.14) 
y para n=1,2,... la probabilidad condicional de que durante 
el intervalo de tiempo (f, ¿+ s} ocurran n restablecimientos con la 
condición de que el primer restablecimiento se realiza en el momento 
14 uth, es 
Plv(t+s)—v(t) =n |n (t) =u} = 
0, u>s 
Tlrba+s)—vlt+u+1)=n—1), ucs. 
Utilizando la fórmula de la probabilidad total, obtenemos 
Plv(t4+s)—v()=n) = 


= Y Plv(t+s)—v(t04+1)=n—1)P(n() =u), 
ofic 


q junto con la fórmula (5.14) nos da la relación recurrente para la 
istribución de probabilidades del número de restablecimientos 
durante cualquier intervalo (£, 1 + sl. En particular, para las pro- 
babilidades límites 


P, (s) = lim P {v (+s —v()=n) (5.15) 
tro 
tenemos las relaciones recurrentes siguientes: 
Pals) =} D Glu), 


Pa()=} Y Prs(s—u—1)6(4), n=1, 2, ... (5.16) 


dsucs 


+ 


Señalemos que las distribuciones de probabilidades de las mag- 
nitudes 


El) = 1— Svs NO = Sunyi — E ha 
v(t+s—v(0 (5.17) 


coincidirán con las distribuciones estacionarias límites (descritas 
por las fórmulas (5.7), (5.12), (5.16)), si en el momento inicial £ = 0, 
el primer aparato ya ha trabajado un tiempo aleatorio determinado 
E (0), en donde la magnitud aleatoria E (0) tiene la distribución esta- 
cionaria P {¢ (0) = x} = G (x)/p, x=0,1,... 
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Como conclusión de este punto es necesario decir que los resultados 
obtenidos anteriormente, también tienen lugar en el caso general"). 
En particular, para los sumandos Ey, Ez, - - . distribuidos continua- 
mente con la' densidad de probabilidad p (2), las distribuciones de 
probabilidades de las magnitudes correspondientes 

El) = t— Sun (N = Sungi — t 
convergen débilmente hacia la distribución límite con la densidad 
p=, 0<x<o, (5.18) 
r 
donde 


G= f pody, n- Jaare focas. (5.19) 


2. Sucesión de sumas de las magnitudes independientes, Distribu- 
ción del máximo. En este punto examinemos algunas propiedades 
generales de la sucesión de sumas 


5 Alo n=l, 2 ss (5.20) 


de las magnitudes aleatorias independientes E, con igual distribu- 
ción de probabilidades. Para mayor claridad nos podemos imaginar 
que una determinada partícula fluctúa aleatoriamente por la recta 
real, desplazándose a cada paso en una magnitud E,, entonces Sn = 


=à En n= 1, 2, ... (So = 0) será la trayectoria de esta fluc- 
4 


tuación aleatoria. Supondremos que las magnitudes Ey, Em... 
tienen una esperanza matemática a distinta de cero, considerando que 


a=ME<O0. 
Según la ley reforzada de los grandes números Í2--, a < 0; por 
consiguiente, con la probabilidad 1 


S, >—00 para n— oo, 


y existe tal v dependiente del caso, en el cual S, < 0, para todos los 
valores n > v. Esto indica que el máximo 


E = máx (So, Sy, ..-) (5.21) 
de la trayectoria de fluctuación aleatoria es una magnitud finita que 
coincide con el valor máximo de la sucesión So, Si, ..., Sy. 


1) Referente a esta cuestión (y también en relación con los puntos 2, 3 si- 
guientes) véase por ejemplo, el libro de V. Feller «Introducción a la teoría de 
probabilidades y sus aplicaciones» («An Introduction to the Probability Theory 
and its Applications» N. Y., 1950, 1954), tomo Il, IL, Moscú, 1967. 
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Más adelante hallaremos el enlace de la distribución de proba- 
bilidades de esta magnitud ¢ con un determinado proceso de restable- 
cimiento S¢, St, ..., construido según la fluctuación aleatoria 
So, Si » . . (véase más adelante (5.31)), lo que permite deducir 
las fórmulas explícitas (5.87), (5.40) así como también la fórmula 
(5.41), que se utilizarán al estudiar los procesos del servicio en masa. 

Supongamos que 


Š, = 0, $, = tan Sa = Ea + Ea ... 


E = máx (So, 3, ...). 


Claro está, que la magnitud aleatoria É tiene la misma distribu- 
ción de probabilidades que la magnitud aleatoria ¿. Evidentemente, 
para cualquier z = 0, el suceso {¢ < z} se realiza entonces y sólo 
entonces, cuando E, <z y E<z—E,. Ya que la magnitud É no 
depende de E,, para cada valor fijado E, = x (x < 2), tenemos que 


P È<z— 5 15) =Fi(2— E), 
donde F; (2) = P (5 < z} es la función de distribución de la mag- 
nitud £, y de tal modo 
o, si E>2, 
Peele Reta a uae 
Teniendo en cuenta que' para el valor £ no negativo, la función 


de distribución F; (2) es igual a cero para z < 0, la relación obtenida 
anteriormente se puede escribir en la forma 


P Szli) =F t). 


Utilizando la fórmula de la probabilidad total (véase (4.20), 
cap. 1) obtenemos como resultado la siguiente ecuación para la fun- 
ción F (2): 


Fi (2) = MF (2 — $), 2>0. (5.22) 


Esta ecuación en el caso de magnitudes discretas Es, En, ... 
significa que 


Fr (2) =2 Fix) Pu a-2 Pu(z—y)Fr(y) (5:28) 


y en el caso cuando las magnitudes Es, Ez, .. . tienen la densidad 
de probabilidad py, (x), 


Fi) = $ Fila) de= | ple FAY. (5.24) 
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Mostremos que el suceso (£ = 0) se realiza con la probabilidad 
positiva q> 0: 
q=F:(0>0 (5.25) 
(es decir, al salir la particula desde el punto x = 0 con probabilidad 
970, nunca cae en el semieje positivo x œ> 0). 
En efecto, supongamos lo contrario. Designemos por zp la cara 
inferior de aquellos valores de z, para los cuales Fẹ (2) > 0; de acuerdo 
con nuestra suposición, será Zœ 0, o bien zọ = 0 y F; (0) = 0. Si 
Z> 0, para cualquier z, 0<2<2, de la ecuación (5.22) 
obtenemos 


F; (2) = MF; (2— E) = 0. 


Evidentemente, en el caso de la magnitud no negativa Fg (r — E)» 
cuando F (z — §,) > 0 para z — $, > Zo, la igualdad indicada puede 
existir sólo entonces, cuando z — Es < Zo, %1 œ Z — zo con la pro- 
babilidad 1, de donde deducimos, que para 2 > 0 es E, > 0 con la 
probabilidad 1. Pero esto contradice nuestra condición inicial a = 
= ME, < 0, y por consiguiente, deberá ser zp = 0. Exactamente 
igual conduce a una contradicción la suposición de que Fz (0) = 0 
con la condición ME, < 0, en el caso de 2, = 0. 

La magnitud £ toma, rigurosamente un valor positivo con la pro- 
babilidad p = 1— q. Esto quiere decir que en el caso de fluctuación 
aleatoria considerado, la pártícula cae tarde o temprano en la parte 
positiva de la recta real con la probabilidad p; designemos por E* 
su posición en la pa caída en el intervalo (0, co). La magnitud 
ES sólo existe con la probabilidad p: 


P (Er € (0, œ)} =p .(=1—q) 


(consideraremos convencionalmente, que la magnitud Ef «desaparece» 
con la probabilidad q = 1— p). 

Designemos por T, el momento de caída de la partícula en el inter- 
valo (0, 00); t, = vt, donde v? es el número de pasos hasta que el 
desplazamiento de la particula se haga positiva por primera vez: 
SS 50 para no Sa Se => 0. 

Supongamos que SF = Sw. El desplazamiento de la partícula 
se realiza, después del momento t, según la misma ley como después 
del momento inicial tọ = 0. En particular, con la misma probabili- 
dad p = 1— q que antes, la partícula cae, en un momento deter- 
minado 1, (después de un número aleatorio de pasos-1f = Ta 
en el punto Sf = Swm, más a la derecha del punto inicial 
S? (vi es el número de pasos después del momento T, antes de que el 
desplazamiento de la partícula se haga de nuevo positivo: Sa — 
—SI<O0 para n<T Sy —St=E <0). Empezando desde 
el momento Tz = v? + v? se observa el mismo cuadro: con la pro- 
babilidad p, en un momento determinado ts (después de un número 
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aleatorio de pasos v? = Ts — Te) la partícula cae en el punto S$} = 
= Sy más a la derecha del punto inicial S¿ (v$ es el número de pasos 
después del momento tz antes de que el desplazamiento de la partí- 
cula se haga de nuevo positivo: Sa — S? < 0 para n < ta, Si — 
*> 0). Continuando este proceso más adelante llegamos 
a la sucesión de sumas Si = 


s- ĵe A (5.26) 


de las magnitudes aleatorias positivas El, k= 

donde Ef... representa en sí el desplazamiento de la Luca ie 
de su salida desde el punto Sf) en el momento Tası, cuando este 
desplazamiento se hace positivo por pri mer a vez Sa — 
—SI<0, para n< Tar Sr, — Si = Ba > 0. 

Ya que las magnitudes E,, E , son independientes y tienen 
una distribución igual de prob: idades, el desplazamiento de la 
pola después de su salida del punto inicial Sf se realiza según 

misma ley, que después de la salida del punto S} = 0 (indepen- 
dientemente' de su comportamiento antes del momento ta); por eso 
las magnitudes Et, ES, .. . definidas por nosotros, son independientes 
y tienen una misma distribución de probabilidades. 

En la terminología del punto 1 anterior, la sucesión Si, n = 
=1,2,..., es un proceso de restablecimiento. Con ello, el primer 
momento Sf de restablecimiento sólo existe con la probabilidad 
P {S7 € Q '00)) = p, y hablando en general, al existir los momentos 
, el momento S£ de restablecimiento siguiente, sólo 
existe con S misma probabilidad p: 


P (Siga E(0, 00) | Sh E (0, 00)) = p. 


De aquí, obtenemos, para la probabilidad P (Si E (01 œ) de 
existencia del restablecimiento S%,1 en el momento n + 1, que 


P {Sts E(0, 00)) = 
= P {Skp € (0, 00) | SR E (0, 00)) P {S3 € (0, 00) = 
= p-P }SR E (0, 00), n= 1, 2, 

y como resultado, tenemos que 
P {S} € (0, 00)) 


E T (5.27) 


Puesto que la serie 3 P {S$ € (0, œ)} es convergente, -según 


el lema de Borel—Cantelli se realiza con la probabilidad 1, sólo un 
número finito de sucesos (Sh € (0, 00)), es decir, el proceso de restab- 
lecimiento S$, n = 1, 2, ..., se interrumpe en un determinado paso. 
Se ve fácilmente que no habrá ningún restablecimiento con la proba- 
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bilidad q = 1 — p, y sólo habrá un restablecimierito en todo el inter- 
valo infinito [0, œ) con la probabilidad p (1 — p), y en general, el 
proceso de restablecimiento Si, n = 1, 2, ...., se interrumpe des- 
pués de n restablecimientos con la probabilidad p” (1— p). Supo- 
niendo que S? = 0 y considerando también a S*, como momento de 
restablecimiento obtenemos, para el número total M de restableci- 
mientos (en todo el intervalo infinito [0, 00) la distribución geomé- 
trica de probabilidades: 


P {N > n} = P (St, € (0, 00)) =p" (5.28) 
P {N =n} =q", n=1,2... 


Designemos por N (x) al número de restablecimientos en el inter- 
valo [0, x), 0< x< æ. Evidentemente, 


P {N (x) > n} = P {S2 € l0, x)} 
y el valor medio M (x) = MIN (x)l es (compárese con (5.5)) 


M0) Ñ pwn 2 PSE, xy. (629) 
Para el número total N de restablecimientos 
MINJ=) PN>0)=) p= (5.30) 


Evidentemente, la magnitud £ = máx (0, Sy, Sa, . . .) que nos 
interesa coincide con el valor máximo de la sucesión monótonamente 
creciente 0, St, S}, .. .. en otras palabras, con el último momento 
Sh- de restablecimiento. Por eso para cualquier x> 0 


P(0O<G¿<x)= J P(N=n, Sf_1EJ0, xl. 
Tenemos que a 
P {N =n, Shu El0, xl) = P {S2 €10, x1] N = n} P(N = n), 
donde el suceso (N = n} significa que {Sẹ}, € (0, 00)), y la magni- 


tud Ex «desaparece». Pero S$, = Y) ER no depende de El (Ef, Es, 
i] 
es la sucesión de magnitudes independientes) y se ve fácil- 
mente que 
P(S5_,€l0, xl | N = n} = P (S£_, € 10, xl | S$, (0, 00)). 


De las fórmulas obtenidas anteriormente (5.27), (5.28) deduci mos 
luego que 


P(Si_1 €10, x)]Si-1 €(0, co) P {N =n} = 


P {Sf €10, 
o PN =n gP (SEO h > 1 
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Teniendo en cuenta la igualdad (5.29), como resultado obtenemos 
la siguiente relación: 


Fo (x) =M (x) (q = F; (0). (5.31) 


Para la función M (x), o sea, el número medio de restableci mien- 
tos en el intervalo [0, x], obtenemos la fórmula (5.29) en la cual 


P (Ss E 10, x1)=F"()=1, 


y para n> 0 
P(S1EÍ0, xi} = F (x), 0<x<o, 

es la función de distribución de la suma de las magnitudes indepen- 

dientes E En, de igual distribución, Conociendo la función 

de distribución F* (x) = P (Ef < x}, en principio se puede deter- 

minar también que 


M(x)= A F" (x), 0<x<o0 (6.32) 


(F"° (x) = 0 cuando x<0 para todos los n =Q, 1,...). 

Deduzcamos una relación útil que, en el caso de la distribución 
exponencial de las magnitudes iniciales Ey, Ez, . . . permitirá obtener 
expresiones explícitas para la distribución de probabilidades de las 
magnitudes Ef (véase (5.35) y más adelante). 

Precisamente, en la fluctuación aleatoria inicial (5.20), la mag- 
nitud E* significa la posición de la partícula en la primera caída en 
el intervalo (0, 00): E? = Se, donde t, es el número de pasos hasta 
la primera caída en inati (0, œ). Evidentemente, para cual- 


quier x > 0 
Pu=n, k> 1) = P (S; <0, -oa Sna <0, S> x), 
y para Jos valores fijados S, < O,- y Sa-i < 0, el suceso tu = 


=n, E <x} sipilis, ue Ën = Sh — Sa-t > 2 - Por con- 


siguiente, P (1, = r>a | Sau n-i) X 
tal ai a eT ET "la 
función "de' disiribucion de las magnitudes Ej, Es...» Y 
Zigo. saco es el indicador del suceso) (SO, .:- 
ZA Según la fórmula de la probabilidad total 


P {n =n, E>x)= 
= M [G (x — S, 
n=l, 


e. Snasail, (5.33) 


1) Recordemos que el indicador del suceso A se determina como 
— f) para la aparición de A, 
Xa = 10 en caso contrario. 
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Supongamos que cada una de las magnitudes Ey, Ex, ..... está 
distribuida en el intervalo (0, oo) según la ley exponencial: 

Gu (x) = P (E >x)= Ae, x>0 (5.34) 
donde A = P (E;> 0). En este caso la relación (5.33), en la cual 
Sns figura solamente, para la condición S,-, < 0, nos da las siguien- 
tes igualdades: 

P {u =n, E >x} = 
= MIA ts i<0, ..., 8, ¿501 = Bae, 


donde 
Bn = MÍA n-1%(850, ..., Sp 450)h 


sumando estas igualdades por todos los valores de n= 1,2, ... 
obtenemos que 
P. {1> x} = per, x>0, (5.35) 


donde la constante p 2 Ba es, evidentemente, 
ia 


p=P(>0)=1—9 (q= F:(0). 

Examinemos más detalladamente, el caso de las magnitudes dis- 
tribuidas continuamente Es, Ez, . . . (para las magnitudes discretas 
los resultados son completamente análogos). De acuerdo con la fór- 
mula (5.35) para la densidad de probabilidad 

Pr (e) = Anea, x> 0, 


+ + . estarán distribuidas según la ley expo- 


las magnitudes Es, 
nencial con la densidad 


p* (x= pre, x>0, (5.36) 
jue se diferencia de la densidad exponencial corriente, sólo en el 
actor p, que indica que la magnitud Ẹẹ «desaparece» con la proba- 
bilidad q = 1— p. Como sabemos (véase (2.16), cap. 11), la suma 

de las magnitudes independientes Ef, . . ., Es con la misma distri- 

bución exponencial (5.36) tiene la densidad de probabilidad 
p= Les, x>0. 
La densidad p"*(x) es la derivada de F" (x) y, como se ve 
fácilmente, 
mx) = S pre (2) = phe- Sy PE — pair, >0 
par} 


ni 
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es la derivada de la función M (x)= $) F'"(2(M(0)=1, y, por 
consiguiente, $ 


Ma= 1+ | meo apre, q=1—p. 


Como resultado, de (5.31) obtenemos que la función de distribución 
del máximo € = máx (0, Sy, Sz, ...) tiene la forma 
Fo) =1= (107%, x>0, (5.37) 
donde la probabilidad q = F; (0) puede ser determinada de la ecuación 
.24): ; 


A 
g= | 1-00 py (x) de (5.38) 


En el caso cuando la densidad de probabilidad para x < 0 tiene el 
mismo tipo exponencial que para x> 0, a saber: 


pu (0) = Buen, x> 0, (5.39) 
de la ecuación (5.38) se deduce fácilmente que q=B2FY—4; 
teniendo en cuenta la igualdad B=P(t,<0)=1—A, tenemos 


q=B-AL. (5.40) 


Señalemos que el caso examinado Mẹ = —2 +£, y se ve 


directamente, que para ME,<0 el valor indicado q=—puME, es 
rigurosamente positivo. 
Volvamos a examinar el caso general de fluctuación aleatoria 
6%. suponiendo como antes, que ME, < 0. 
tremos que la magnitud vy es el número de pasos hasta la primera 
caída (después de salir de Sy = 0) en la zona x < O y tiene una espe- 
ranza matemática finita Mv, < œ; y además, 


Mw=> (9= F; (0). (5.41) 


El hecho de que la magnitud vo es finita con la probabilidad 1, 
fue señalado desde el mismo comienzo (recuérdese que Sn > —oo 
para n= co). Para la deducción de la igualdad (5.41) examinemos 
los sucesos 


An = {S> 0, S> Su + S1> So), n=1,2... 


Evidentemente cada uno de ellos significa que S, es el momento de 
restablecimiento en el proceso de restablecimiento (5.26). Teniendo 
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en cuenta que cada momento de restablecimiento en (5.26) coincide 
con un valor determinado Sa, e introduciendo el suceso cierto Ap 
que significa que Sẹ = So es también un momento de restableci- 
miento, para el número total M de establecimientos y el valor medio 


MIN] tendremos que N = Y xan, donde Zan es el indicador del 
SS 


suceso An y 
MINI= Y] Matan == S P(4)=+ (5.42) 
o na 
(véanse (5.30) y (4.39), cap. 1). Refiriéndonos a las magnitudes S4 += 
= Sa — Snr k= l,a M0 


Si = bo Si = En + En- oe o Sa = Bn + + bs 


que tienen la misma distribución de probabilidades que las magni- 
tudes 


Si = En S= b + o -oo Sa = B H a + En 


se ve fácilmente que Ser uno de los sucesos A, coincide con el suceso 
correspondiente {S; > 0, Sh > 0), que tiene la misma pro- 
babilidad ha el suceso 


Ba = {S> 0, .. n S> 0} n=1,2... 
Pero cada uno de los sucesos B, significa que la parici no cayó 
en la zona x < 0 en los primeros n pasos, es decir, B, = {vo > n}. 
Teniendo en cuenta que P (B,) = P (An), n= 0, 1, de la 


igualdad (5.42) obtenemos para la esperanza matemática de la mag- 
nitud positiva vo, que 


Mw= Y P(w>n) = Y) P(A)= 


n=0 n=0 


La fórmula (5.41) queda demostrada. 

3. Procesos aleatorios en los sistemas con una línea de servicio. 
Supongamos que en un sistema de servicio determinado se reciben 
demandas en los momentos aleatorios de tiempo Tı, T2, - + . Supon- 
gamos que es imposible la recepción simultánea de distintas demandas 
y que los intervalos E, = Tz— tı En =T3— To, ... entre los 
momentos tj, Tz, ... son magnitudes aleatorias independientes, 
que tienen una misma distribución de probabilidades. Supongamos, 
además de esto, que para el servicio de la demanda n se invierte el 
tiempo Mn Y Ms M2» - - .„ son magnitudes aleatorias independientes 
con una misma distribución de probabilidades, también independien- 


1 
7“ 
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tes de los momentos de tiempo Ti, T2, - - . (tenemos en cuenta que 
Ma es el tiempo «neto» para el servicio de la demanda n, sin contar 
el tiempo aleatorio de espera S£n desde el momento de recepción Ta 
hasta el comienzo del servicio). 

El tiempo total invertido por la demanda n en el sistema de servi» 
cio, en nuestras designaciones en T ns. Supongamos que si la si~ 
guiente demanda (n + 1) se recibe después del tiempo En > Sén + 
= Mn, entonces ésta encuentra libre Gat sistema de servicio el cual 
inmediatamente empieza a servirla, es decir, Kant; = 0; y si En < 
< en + Mn, entonces en el momento Tny = Ta + En el sistema 
todavía está ocupado por el servicio de las demandas anteriores, 
y hasta el comienzo del servicio, la demanda n + 1 debe esperar un 
tiempo Huy = Hn + Mm — Enr- 

Ahora nos ocuparemos con la ley del proceso de servicio prolon- 
gado y ante todo con la distribución de probabilidades de la magnitud 
En, O sea, con el tiempo de espera del comienzo de servicio para la 
demanda n (para n > 00). 

Supongamos que 


a 
An=m—En: Sa= Y) Ar, 11, 2 
i 


. (5.43) 


Como fue indicado, las magnitudes 4, están ligadas con las mag- 
nitudes aleatorias independientes A, (n= 1, 2, ...) por 
las siguientes relaciones: 


para Ent An <O, 
dy T 4A paa taso C 
Comparemos la sucesión HL ,, £2, . . . con la sucesión Sy, Sz, +... 
Designemos por Vo, Vi, - - - los valores sucesivos n, para los 


cuales a+ = 0, n > 1. El suceso vo = 1 significa (S, < 0), y se 
ve de la relación (5.44) que ns = Sn, para 1<n<v— l y 
{vo = m) = {S> 0, .-., Sm->0, Sm <0), m> 1. (5.45) 
Por consiguiente, para 1 < n < m, m = vo el enlace entre Kn+ 

y S, se puede expresar formalmente por la siguiente relación: 
Hass = Sa — mín (0, Si, --., Sa). (5.46) 
Para m<En<YV, M= Yo las maia H n41 recibieron en 


cada paso n el mismo incremento A, que las magnitudes Sn: nti — 
— Hmtı = Sn ~ Sm > 0, donde 


Hemi =0, Sm = min (0, Sy -+ -s Sn). 
Del mismo modo que en (5.46), Har = Sa — mín (0, Sy, ... 
Sn). Paran = vz tenemos Ln + An = (Sni — Sm) + An = 


= Sn — Sm <0 tal que la fórmula (5. 46) « que nos da Hatrı = 0, es 
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también válida como anteriormente. Ahora ya debe estar claro que 
esta fórmula tiene lugar para todos los n= 1, 2, ... 

Examinemos las sumas sucesivas S; = An, S4 = An + An-i, -+ + 
20 Sa = Ôn +. +A, de las mismas magnitudes aleatorias 
independientes Ay, - . ., An que en (5.43), pero tomadas en orden 
contrario. Tenemos 


E ONN A A EOE EE (5.47) 

y evidentemente, 
máx (0, Sj, -< Si) = Sn — min (0, Sy, »  -» Sa) = Hn. (5.48) 
La distribución conjunta (S;, . . ., S4) es igual-a la distribución 


(Sp, - - -» Sn) y de tal modo, ha sido obtenido el resultado siguiente. 

Lema 1. La distribución de probabilidades de la magnitud Jn es la 
misma que la de la magnitud En máx (0, Sj, . . ., Sn). 

Sea a el intervalo medio de tiempo entre las demandas que se 
reciben sucesivamente (a = ME), y b el tiempo medio de servicio 
de una demanda aislada (b = Mn). 

El valor medio de las magnitudes An = Mn — 
es igual a b— a. Para la condición 


MA, =b—a<O0, 


como fue mostrado en el punto 2 anterior, la magnitud E = máx (0, Sy, 
ta con la probabilidad 1. 


nmn=1, 2... 


n de magnitudes ln = måx (0, Sy... Sa) n= 
s 2, .. ., crece monótonamente y converge hacia la magnitud 
máx (0, Sy, Se, . - .). Evidentemente, la desigualdad 5 <x 

es equivalente a que €, < x para todos los n = 1, 2, ... Además 


de esto, los sucesos An = fin < x} forman la sucesión monótona: 
A= A2 >... y debido a la continuidad de la probabilidad para 
el suceso A = (£ < x} que coinciden con la intersección f A, tene- 
n 
mos P (A) = lím P (4,). 
Esto junto con el lema 1 da el siguiente resultado. 


Teorema 1. Para la condición 
ME, = a> b = Mp, (5.49) 
la distribución de probabilidades de las magnitudes S£ converge hacia 
la distribución del máximo % = (0, Si, Sa, .. .): para cualquier x 
P (9, <x)> Fi (x) para n— oo. (5.50) 
(Recordemos que la función de distribución Fz (x) del máximo de la 


sucesión O, Si, Sa, . . . de las sumas de las magnitudes aleatorias 
independientes fue examinada por nosotros en el punto 2 anterior). 


1301104 
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Como complemento del teorema 1 señalemos que para la condición 
MA, =b—a>0 
según la ley reforzada de los grandes números Š? > MA, Sn > co 
con la probabilidad 1, y, por consiguiente, 
En = máx (0, Sy, +... Sn) >00. (5.51) 

Para las magnitudes df, que tienen la misma distribución de 
probabilidades que las magnitudes £,,, se deduce de la relación (5.51) 
que 

P(%,>x)>1 para n= oœ (5.52) 
para cities x tan grande como se quiera. Hablando a grueso modo, 
esto significa que las demandas an — oo, recibidas lo suficiente- 
mente tarde, con la probabilidad próxima a 1, esperarán su servicio 
un tiempo infinitamente largo. 

Ejemplo. Supongamos que el tiempo de servicio de la demanda de 
turno tiene una distribución exponencial de probabilidades con la 
densidad 

5, >, 
wao geo 
y sea py (y) la densidad de probabilidad de la magnitud E, (Py, (y) = 
= 0 para y < 0). Entonces la suma A, = n, — E, de las magnitudes 
independientes n, y —E, tiene la densidad 


o > 
p)= $ Pax Y) p-r (Y) dy = f Poi (x+ y) Pu (Y) dy, 


que para x>0 se da por la fórmula 


p)= f MeNe py (y) dy= Ae, x> 0, 
donde 


A= j e-wpy (y) dy=P(A,>0). 
Como establecimos anteriormente, en este caso la función de 
distribución Fz (x) se describe por la fórmula (5.37), a saber: 
F(a) = 1 — (1 — q) er, x>0 


Si el tiempo de espera de la demanda siguiente también tiene la 
ley exponencial de distribución 


pe", x>0, 
o, 


Pula) s20; 
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entonces la densidad de probabilidad p (x) para x< 0 será 

p (x)= Bperx, 
donde B=P(A,<0)=1—A, siendo en ¡la densidad indica- 
da p(x) 


ln TER 
A a Ap 


Según la fórmula (5.40), la probabilidad q = F (0), para grandes 
valores de n, es aproximadamente igual a la probabilidad de que la 
demanda n encuentre libre al sistema, será 


. . 
q=B-AR=1- E. 


(Regordemos, que el intervalo medio de tiempo entre los momentos 
en que se reciben las demandas es a = 2, el tiempo medio de ser- 


E 
vicio de cada demanda aislada es b == y la condición (5.49) en el 
teorema 1 significa que +> p.) 

Volvamos al esquema general, suponiendo que sólo se satisface 
la condición (5.49), y examinemos el período de ocupación del sistema 
de servicio, o sea, el intervalo de tiempo desde el, momento de recibir 
la primera demanda hasta el momento, cuando el sistema queda 
de nuevo libre. $ È 

Si vo es el número de todas las demandas, que se sirven en el período 

vo 
de ocupación, entonces la duración de este período será T= mm 
A 
De la relación (5.45) se ve que vo coincide con el número de pasos 
hasta la primera entrada de la sucesión S, =D) Ar, n= 1, 2... 


i 
en la zona x < 0. Como fue mostradó en el punto 2 anterior, para la 
condición (5.49) la magnitud aleatoria vo tiene una esperanza mate- 


mática finita Mva igual a + (g = F (0), véase la fórmula (5.41)). 
Calculemos la esperanza matemática de la magnitud aleatoria 


En 
T= mo 
m 
Lema 2. Tiene lugar la siguiente igualdad: 
a 
m Y m= MnMv (5.53) 


se denomina corrientemente identidad de Wald). 
13% 
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Demostración. Aquí tratamos sobre la esperanza matemá- 
tica de la suma de un número aleatorio de magnitudes 
Mi, Ma, + » + igualmente distribuidas. La igualdad (5.53) es evidente 
para las magnitudes ni, Mo, - - -, independientes del número vo, 

E 
ya que para la condición vẹ = n M ( $) ma | vo = 1) =nMn), y según 
aai 


la fórmula de la esperanza matemática total (véase (4.19), cap. D, 
y “o 
m2 m=Mn, Y aP {v= n) =Mn,-Mvo. 
= Ec] 


Utilicemos un método análogo para la deducción de la fórmula (5.53), 
y en nuestro caso, cuando las magnitudes ni, Mz, ... y el número 
Vo están ligados con una misma sucesión S,, n = l, 2, ..., y son 
magnitudes independientes. Tenemos 
Y 
MÈ m) Mu] w<)PM<D+ 
x 
+M(n+ 2 m]w>)P(w>)= 
=M v< DP (w<1D)+M(m vw > 1)P(w>1)+ 


+ mlm> DP(m>1)= 


Mn +M (È m/w> )P >!) 


El suceso (vo > 1) se determina completamente por las magnitudes 
Mi Es, y, por consiguiente, la magnitud 1, no depende de este suceso 
Ma 


(recordemos que las magnitudes aleatorias ny . son inde- 
pendientes entre sí y de las magnitudes Es, Ea, , en particular, 

(m2 | vo > 1) = Mna. Por eso, teniendo en cuenta las distribu- 
ciones de probabilidades para la condición vo > 1, así como ante- 
riormente, obtenemos 


» 
M(Y ml> 1) =Mmw>D+ 
i 
+M( J m]w>2)P(w>2|m> 1)= 
= 


m 
— Mn +M (3) miv>2) peZ 


h=3 
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y, por consiguiente, 
x 
M(X mlw> DP (>= 


MP > HMC X miw> 2) P>. 


Utilizando sucesivamente este método para los restantes valores 
de n = 3, 4, ... obtenemos que 


w 
M(X miw>n—1)= 
in 


sw 
, P>) 
A 3 mie> n) pasa T n=3, 4.0... 


y en resumen, 
v 
M(È m) =M +MP (w> 1). 


HMMP {v >n— 1) -=M 2) P {v> n) = MnMvo, 
Le 


que es lo que se exigía demostrar. 


La identidad de Wald de la siguiente expresión para el valor 
medio del período T de ocupación: 


Mmr=+, (5.54) 


donde q = F; (0) para grandes valores de n es, aproximadamente, 
la probabilidad de que la demanda n encuentre libre al sistema 
(4 = Mus) y 0 = Mn, es el tiempo medio de servicio de una sola 
demanda. 

Señalemos que la fórmula (5.54) no sólo da el valor medio del 
primer período de ocupación (desde el momento de recibir la primera 
demanda), sino también, en general, de cualquier periodo de ocu- 
pación 

T= 2 » 


sá k=vgtit 


donde vo, vı, . - . son los valores sucesivos de n cuando la demanda 
n + 1 encuentre libre al sistema. 

Examinemos «la duración de turno» x (1) después del tiempo £ 
desde el comienzo del servicio de la primera demanda, que se recibe 
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en un momento t, (más exacto, x (1) es el número de demandas que 
se recibieron en el sistema y todavía no han sido servidas). Pongamos 


Pa (=P {x(9 =k}, k=0,1 


P, (f) es la probabilidad de que el sistema esté libre en el momento 

de tiempo t, + f, P, (1) es la probabilidad de que el sistema tiene 

una sola demanda que se „sirve directamente y así sucesivamente. 
Antes observamos que las magnitudes 3», o sea, el tiempo de 

espera hasta el comienzo del servicio de la demanda n, tienen una 

distribución límite de probabilidades cuando n > oo. Mostremos que 

la distribución límite para £—> co tiene «la duración de turno» x (f). 
Designemos por 


EN a 
tsm teut A b e +, 2, So ... 


a los momentos sucesivos de tiempo, en los cuales las demandas reci- 
bidas encuentran libre al sistema (aquí vo, vi, - . . son los mismos 
valores que antes, véase la pág. 192). Introduzcamos el siguiente 
proceso de restablecimiento À n=1,2...: 


Si=0, V=, Sah, o... 


donde S} = 2 ER son las sumas de las ai positivas inde- 


pendientes igualmente distribuidas Ek = th — Tia, k = 1, 2, 
rd con la identidad de Wald E la esperanza matem; tica 
Er 


m 
ME =M Y) EME Mv =t (5.55) 
(compárese (5.54). e 


Teorema 2. oe jue las probabilidades Py (1), k =0, 1, 
son funciones continuas de Ë). Entonces existen los valores límites 


Pa = lim Pa (), k=0,1 ... (6.56) 


Demostración. Evidentemente, después de cada momento 
qh, cuando la demanda que se recibe encuentra libre al sistema, el 
proceso de formación del turno empieza de nuevo, y por eso, la pro- 


%) Señalemos que la función de los valores discretos £= 0, 1, 2, 
slempre es formalmente continua. 
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babilidad de que el turno sea igual a £ durante el tiempo u, después 
del momento t? + S$, es la misma que para n = 0, es decir, es 
igual a Pa (u). Por consiguiente, para el valor fijado Simp = s, 
la probabilidad de que x (1) = k, será 


P {x () = k | Sim) = Pa (1— Siero) = Pa (E* (0) 


Pr (i) = MP, (E* (0). 


Ahora bien, según la suposición, las distribuciones de las magni- 
tudes aleatorias Ẹ* (1) para f- œ convergen débilmente hacia la 
distribución de probabilidades de una magnitud aleatoria $* y de 
acuerdo al teorema 1 del $ 5, cap. I, 


Mu (E* (0) + Mu ($*) 


para cualquier función continua limitada u (x); para u (x) = Pa (x) 
obtenemos la relación límite (5.55) en la cual Pa = MP, (5%). 


$6. PROCESOS ALEATORIOS 
EN LOS SISTEMAS LINEALES 


1. Algunas observaciones auxiliares. A un determinado sistema 
físico lo llamemos lineal, si bajo la acción de las perturbaciones exter- 
nas y (5), 0< s < Í, su estado fásico en el momento de tiempo t 
(para las condiciones iniciales mulas) es 


À 
z(= | w(t, 94 ds, (6.1) 
fj 


donde w (1, s), 0 < s < ż, es una función continua a trozos: w (f, s), 
1>s, que corrientemente se llama función de peso. Esta describe 
en el momento de tiempo s, el comportamiento del sistema sacado 
del estado de reposo por «el impulso unitario» 6 (1 — s). (Aquí y en 
adelante 5 (£) significa «la función delta» por todos conocida). 

tío Dor ejemplo, un sistema es lineal, si se describe por la diferencial 
ineal 


x (0) + ax- (O) + + anx (f) = y (0, (6.2) 


donde los coeficientes ar = ax (f), k = 1, . . ., n, pueden cambiar 
en el transcurso del tiempo £. En este caso la función de peso w (f, s), 
t> s, para cada valor fijado de s es una solución de la ecuación homo- 
génea 


Gol, +a Gal, s) -+ anw, s)=0 
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con las condiciones iniciales 


a 
Pots) |_,=0, e=0,1,.,n2 


del 
Fut, Mo, 


(Se puede comprobar directamente, que x (i) = feu s) y (s) ds 


y 
es una solución de la ecuación diferencial (6.2) que satisface a las 
condiejones iniciales nulas x% (0) = O para R=0, 1, .... n— 2 
y xD (0) =1) 

Examinemos el comportamiento del sistema lineal con la función 
de peso w (f, s) bajo la acción de las alteraciones caóticas que cam- 
bian rápidamente. 

Consideremos que sobre el sistema actúan los impulsos aleatorios 
independientes de la forma An (2) ô (4— f), que se originan en los 
momentos de tiempo indicados f, donde An (f), k = 1, 2, 
son magnitudes. aleatorias independientes, que tienen esperanzas 
matemáticas y dispersiones 


MAn (4) = arAts, D An (1) = brbta (6.3) 
(Ats = tn — tr- significa el intervalo de tiempo hasta la aparición 
del impulso de turno). Como resultado de tal acción «a la salida» 


del sistema se tendrá el proceso aleatorio E = E (0), £> lo (fo = 0) 
de la forma 


N= PA ¿2 AMNA) (6.4) 
y 


para el cual 
ME)= Y w(t,fi)MAn(th)= Y wlt, ta) arbta, 


of <t ost 


0 Y 2 A 10% (t, la) Dr Ata. 


Imaginémonos ¿qué ocurrirá si los intervalos entre los distintos 
impulsos son muy pequeños? o más exactamente ¿qué ocurrirá cuando 
máx Af, > 0? 

Para subrayar el enlace de los coeficientes ax y ba en la fórmula 
(6.3) con el intervalo de tiempo correspondiente (f, fa), introduz- 
camos las funciones a (1) y b (f) de la forma a(t) — ar, b (f) = bn 
para haa Sf has B m Ír 2 > > Supongamos que estas funcio- 
nes tienen límite cuando máx Af, > 0; para sencillez podemos con- 
siderar desde el mismo comienzo que 


x= (ta), br =b (h), 


donde a (f) y b (1) son unas funciones continuas a trozos. Entonces 
el estado de nuestro sistema en el límite para máx Af —> 0, en el 
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momento de tiempo 2, será una magnitud aleatoria determinada 
E (8) con la esperanza matemática 
t 


MEH = mY, w(t, hi) a(t) A= Jue, 5) a(s) ds 


y con la dispersión 
1 
DE (9) =lim J) w(t, 4) b(a) Ata= | w (h, s)b(s) ds 
$ 


De las suposiciones que hicimos, se deduce, que las magnitudes 
An da) son infinitamente pequeñas para máx At, —> 0, o más exacta: 
mente, 

M [An (1)P* = b (ta) Ats + la (ta) At, > 0 
y con ello i 
Y DANG) = 3 b(a) Ata | ots) as. 
opt è 


Si suponemos complementariamente que [An (4)P tienen en de- 
terminado sentido un orden infinitesimal más elevado, más exacto, 
suponemos el cumplimiento de la condición 


Ra MIANG) P0, (6.5) 


entonces, de acuerdo al teorema límite central, se puede afirmar que 
en el límite (para máx Af, — 0) la magnitud E (1) tendrá la d is- 
tribución de probabilidades de Gauss: 

i 7 ea 


Pe<E0<x)= Ne ZE de, (6.6) 


V25 
donde : i 
A= | wt, sja(s)ds, B= | w(t, s)b(s)ds. 
0 š 


En efecto, como se ve fácilmente, para la suma de los suman- 
dos independientes §()= X w(f, ża) An(tx) se cumplirá la con- 
osht 


dición conocida de Liapu 
Y_Mjw(, w) An(t)—Ma(, ta) An (1) p< 


ost 
E < máx [w(t, s)| Y M| An (a) — a (tr) Ata [$0 
ossst 


(recordemos aqui que ME(2)>A, DE()> B). 
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La acción exterior 


10= Y AnS t) (6.7) 
he 
se describe cómodamente, recurriendo al proceso casual 
$ 
n= | 36) 4= 3 Anti, (6.8) 
3 e 


que hablando a grueso modo, caracteriza la acción total sobre el 
sistema durante el tiempo t. Partiendo del proceso aleatorio n (t), 
£> 0, se podría representar la magnitud An (fa) como 


An (ha) = n (A) —n0 (4d Rod... 


tomando en calidad de n (f), t> 0 el proceso correspondiente con 
incrementos independientes, es decir, tal proceso cuyos incrementos 
An tt) = 00 (6) —0 (fri), k= 1, 2, ..., son magnitudes aleato- 
rias independientes (cualesquiera que fuesen b S f S b S.. ). 
Esta propiedad la poseen, por ejemplo, el proceso del movimiento 
browniano y el proceso de Poisson ya conocidos. 

Para máx At, —> 0 tratamos de hecho hablando a grueso modo, 
de la acción continua sobre el sistema con pequeñas perturbaciones 
independientes, y en esta situación es natural pasar del modelo «dis- 
creto» (6.4) al modelo «continuo» correspondiente para el cual puede 
servir la integral estocástica 


i 
E(0= f w(t, ants) (6.9) 
f 


(mås adelante serán dadas su definición y propiedades). 

2. Integral estocástica. El proceso aleatorio ņ = n (f) se deno- 
mina proceso con incrementos no correlacionados, si las magnitudes 
mi = y (4) — n (s) y n2 = n (t) — n (se) son no correlacionadas, 
para cualesquiera sı < f < s2 < te: 


M (m, — Mni) (n2 — Mna) = 0. 


A este tipo se refiere, naturalmente, cualquier proceso con incre- 
mentos independientes (que tienen esperanzas matemáticas y disper- 
siones finitas) y en particular, el proceso del movimiento browniano 
y el proceso de Poisson. 

En lo sucesivo (véase el $ 7) tendremos que examinar los procesos 
aleatorios complejos. 

Señalemos, que para la magnitud compleja 1, la dispersión se 


determina como 
D=M|1—MnF, 
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y las magnitudes aleatorias y, y nz que toman valores complejos se 
denominan no correlacionadas, si 
M ln, — Mna] Ina — Mn) = 0. (6.10) 


Correspondientemente a esto, el proceso aleatorio n (1) se llama 
proceso con incrementos no correlacionados, si para cualesquiera incre- 
mentos n, = n (4) — n (s), m2 = n (4) —n (se) donde s, <t < 
< sa < to, se cumple la condición (6.10). 

Examinemos tal proceso aleatorio n (1), C < t< Ca, con incre- 
mentos no correlacionados, que 


: E a 
minor faldu, Dinh—a= f bedu (611) 


(la función no negativa b (f), cy < £< cz, en la relación (6.11) la 
llamamos densidad de estructura del proceso aleatorio n (1). 

Examinemos al principio el caso, cuando a (t) = 0. 

Para cualquier función constante a trozos ọ (f, C < iS ca 
que conserva los valores constantes Ya = 9 (0, para ti L iS tao, 
donde los puntos c, = to, t «y fn = C3 dividen el segmento 
le,» cal en un número finito de intervalos), la integral estocástica se 
determina por la fórmula 


foco Y mAn), (6.12) 
à imt 
poniendo An (fa) =n (fa)— n (fri), A=1, ..., n. Está claro, que la 
ca 


magnitud joo no depende del método elegido de división 


en “intervalos de constancia” (fifa), k int 
Evidentemente, para cualesquiera funciones constante a trozos 
p (0), (£) y de las constantes A, Aa, 


j Lasep () +2 (91d (0) = Aa Powa (+a Fromo (6.13) 
KE Y fácilmente que i T 
M fevano=o 
y Como se deduce de la condición (6.10) 


M ú OTETO) Írodo]= Fonraena (6.14) 
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(se comprueban lo más sencillamente (6.13) y (6.14), eligiendo 
para ẹ y p la división común c,= fo, hy, «> +, fn = C2). 
En particular, 


a a A 
e 
m| [ona [eva ieoremar, (6.15) 
y para la distancia media cuadrática entre las magnitudes 


A > 
t= fodo y n= vo 


obtenemos la siguiente expresión 
1E—=n1P= Ñieo—vorowa. (6.16) 
Sea q (t), c4<t<cz, una tinción que satisface la condición 
Ñieorena<o, (6.17) 
á 


tal que se puede hallar la sucesión de funciones constantes a trozos 
h (i), n = 1, 2, . . .„ que convergen hacia q (1) en su media cuadrá- 
ica: 


5 
fiO- obdo para n= 00 (6.18) 
E 


(siendo también | Jon ()—om(0)*6(0dt>0, cuando n, m= o). 


La sucesión correspondiente de integrales estocásticas 
a= foan, 112002 
satisfacerå la condición 
lën —En |P = Ílono—eo roo para n, m-»o00, 
y, por cogen existe la magnitud límite E de esta sucesión 


(Véase el teorema 2 del $ 4, cap. 1): 
ón —Ell>0 para n— 00. 
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e 
A este límite lo designamos por E= o (9 dy (Å y lo llamamos 


a 
integral estocástica*) (de la función œ (9). Está claro, que la magnitud 
E está determinada univocamente con la probabilidad 1 y no depende 
de la elección de la sucesión qn (1), n = que converge hacia 
g (f). 

Se ve fácilmete, que para la integral estocástica definida por 
nosotros se cumplen las relaciones (6.13)—(6.16) indicadas anterior- 
mente, en el caso de las funciones constantes, a trozos y (1) y Y (0, 
ya que estas relaciones se conservan en el paso límite utilizado antes, 
desde las funciones constantes a trozos a las funciones de tipo general 
que satisfacen la condición (6.17). 

Es útil señalar que para las funciones continuas a trozos 


fendas m3 Q (fan) AN (rn), (6-19) 


à hat 


donde en la parte derecha se toman «las sumas integrales» para una 
división cada vez más pequeña del intervalo lc, aleon los puntos 
tun, k = l, ..., n, lo que corresponde a la definición general de la 
integral estocástica dada anteriormente, al elegir la sucesión de 
funciones constantes a trozos q, (f), n = 1, 2, ..., del tipo 


Pa (N= G (lin) tin KEK la Rd o 


Extendamos la definición de integral estocástica al intervalo infi- 
nito lc,, cal. 

Para cualquier función q (9, €, < £ < Ca, que satisface la condi- 
ción (6.17), eli iendo la sucesión monótona decreciente cın —> c, y la 
sucesión monótona creciente Cp > Ca, n = 1, 2, ..., para n, Mm 
— 00, tenemos 


[T eoa o- Toomo f- 


=T lemrogas | iowpondo 


ión cim 


2) Llamemos la atención sobre la circunstancia de que la «diferencial» 
dn (t) no se puede interpretar en el mismo sentido que para las funciones dife- 
renciables corrientes (para las cuales dn (f) = 1" (f) dí), ya que el incremento 
An (t) = n (f + A) — n (f) tiene como media el orden At (y no At como 
debía ser para la función diferenciable y (f); a saber: 


JESTON 
At 


MIH- bA y =00 para At —> 0. 
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(donde para concretizar consideremos n>m), de aquí se deduce que 
existe el limite 
em m 
Lim ¡ ea) = fondo. (6.20) 
einen em J, d 
Extendamos ahora el concepto de integra} estocástica al caso en 
que el proceso con incrementos no correlacionados y (1), 6, < £< Ca, 
tiene una esperanza matemática distinta de cero 
4 
MI()= Í a(u) du. 
à 
aapea cualquier función 90), 4<t<e que satisface a la con- 
ición 


Íovarpld<eo, Tinoreva<o (6.21) 
à E 
pongamos que 


A A a 
fondan- omar enana, (6.22) 
donde # > Š 
ni) =n (H — Mn (f), StS e 


es un proceso aleatorio con incrementos no correlacionados, del upe, 
examinado anteriormente (que tiene una esperanza matemática nula) 
con la densidad de estructura b (f), & S t <S Cz. 

Las fórmulas fundamentales (véase (6.14)) para las integrales 
definidas anteriormente variarán evidentemente de la siguiente forma: 
m[fowanto]= f owvanat, 

å 


ey E 
m[ focneno- enano] = (6.23) 


= [eorooma+ F owamar enana 
en lugar ER (6.15) tenemos i ; 
| oomo- fiooronar] enana. (6.24) 
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Lo mismo que antes, si la sucesión de funciones Pn(t), 
ES 
n=1, 2, ..., es tal que fionn- Orao, y, además de 
esto a 
a e 
fori0ama—= | aan, 
3 à 


entonces tendremos 
m a 
f oDd = lim f pad (6.25) 


en el sentido de convergencia de la media cuadrática; en particular, 
para la función continua a trozos p(f), la integral estocástica 


fo (0 dn (f) es el límite de las «sumas integrales» (6.19). 
% 3. Convergencia hacia el proceso estacionario. Examinemos el 
sistema lineal con la función de peso 
wit, =w=) 1>s, (6.26) 


que sólo depende de la diferencia (£—s) (la función w (0), £> 0, 
también la llaman función de peso). Llamamos estable al sistema lineal 
si son cumplidas las siguientes condiciones: 


5 lwih dt < oo, f wD pdi < o. (6.27) 
$ E 


Supongamos que sobre: este sistema actúan las perturbaciones 


externas n (9) de tal tipo, que el proceso aleatorio E (/) a la salida 
del sistema lo representamos por la integral estocástica 


A 
E0= f wtdi» (6.28) 
1 


donde el proceso aleatorio y (1) con incrementos no correlacionados 
(que caracteriza la acción exterior integral, véase (6.8)) es homogéneo 
según el tiempo, en el sentido de que las funciones a (1) y b (1) de las 
relaciones (6.11) son constantes: 


a(9=a, b()=b. (6.29) 
Examinemos el proceso aleatorio 
t 


P= fwe an(), h<t<o, 
ñ 
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que empieza en el momento de tiempo fo, y el proceso límite 
i y 
e0=5 ot—)dn()= im Fut) dn(s), => <1< 0 
Jo 5 
A (6.30) 


(que empezó en el pasado infinitamente lejano). Utilizando las fór- 
mulas (6.23), (6.24), obtenemos 


103 01r=|| j wt—sanis| t= 


o o 
=b f løt—sPds+ |a [j w(t—s)ds} = 
a ” A 
=b j ¡w()pas+|a f w(s)as| i 
se ve que j y 
118(0 —E* (9 I>0 para (00, (6.31) 
Suponiendo que w (¢) = 0 pa t< 0, el proceso aleatorio E (1) 
se puede representar en la forma 
O= | wt— sdn). (6.32) 
El valor medio de fal proceso es constante: 
A(t) = MẸ (f) =a $ w (u) du; (6.33) 


la función de correlación 


B(t,5)=ME* (HE (5)=0 | w(—u)w(s—4) du= 


=b f w(t—s—u) w(u) du =B(t—s) (6.34) 
depende sólo de la diferencia £—s. Tal proceso E* (1) se llama esta- 
cionario (en un amplio sentido). 

Nosotros hemos obtenido el siguiente resultado. 
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Teorema. El proceso aleatorio E (£) a la salida de un sistema estable, 
representado por la integral estocástica (6.28), cuando t— co, converge 
en una media cuadrática hacia el proceso estacionario E* (f) determinado 
por la fórmula (6.30). 

Como complemento a esto señalamos además lo siguiente. 

Supongamos que el proceso aleatorio n (f) es un proceso éneo 
con incrementos independientes, es decir, las distribuciones de probabi- 
lidades de los incrementos 1 (1) — n (s) son las mismas para todos los 
integrales (s, £) de igual longitud f—s, siendo las magnitudes 
9 (5) — n (sa), k= l, ... n, mutuamente independientes, para 
cualesquiera S5 S h S... < Sa S ha. 

Entonces, como se comprende fácilmente, el proceso E* (1) = 


jo (t — s) dy (s) será estacionario en el sentido de que la distri- 


bución conjunta de probabilidades de los valores E (4 +8)... 
E (tn +s) para cualesquiera valores fijados f, . tn» es la 
ara todos los valores de s. En particular, la distribución de 
ci pira fo de los distintos valores E* (1), para todos los £, es la 
misma que para magnitud 


ë= | w(—u)dn(u). (6.35) 

De la convergencia de la media cuadrática 1 E (1) — E* (1) I| — 0 

se deduce (véase el teorema 2 del $ 5, cap. 1) que las distribuciones 

de probabilidades de las magnitudes E (f) converge débilmente, para 

t— œ, hacia la distribución de probabilidades de la magnitu: => 
determinada por la fórmula (6.35). 

4. Procesos de efecto fraccionario. Examinemos el sistema lineal 

(6.1) al actuar sobre él los impulsos aleatorios aô (£— Ta), k = 

= ., originados en los momentos aleatorios de tiempo Tp, 


='1, 2, ..., Tal acción representa en sí al proceso aleatorio 
del tipo 


2M= e môl— n) 0<t<oo; (6.36) 


el estado del sistema E (1) se cambiará durante el tiempo £ de la forma 
siguiente: 


El) = LO 0<t<oo (6.37) 


(compárese (6.4), (6.7)). El proceso aleatorio E =E (6) de tal tipo 
se llama corrientemente proceso de efecto fraccionario. 

Supongamos que los impulsos aleatorios mad (£— ta) surgen 
según la ley de Poisson con el parámetro A, es decir, en el intervalo 
1401104 
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de tiempo (s, £) con la probabilidad 
BES ao 
al 


habrá justamente n impulsos (independientemente del número de 
impulsos fuera del intervalo dado desde s hasta /). Supongamos que 
las magnitudes aleatorias ma, k = l, 2, ... ., que caracterizan la 
dirección y la intensidad de los impulsos correspondientes, tienen 
una misma distribución de probabilidades, siendo estas magnitudes 
tanto independientes entre sí, como de los momentos de tiempo Ta, 


=1,2... 
La acción externa del tipo descrito se puede caracterizar, recu- 
rriendo al proceso aleatorio 
4 vo 


n= fuí 3 Mm Ó<t<oo, (6.38) 
Pes 


donde w(0), 0< £< œ, es el proceso corriente de Poisson y my, 
ma... es la sucesión correspondiente de magnitudes aleatorias 
independientes con la misma distribución de probabilidades, también 
independientes de w(f, 0<+<oo. Tal proceso aleatorio y = 
== n (f se denomina proceso complejo de Poisson. 

lostremos que con la condición de que las magnitudes correspon- 
dientes ma tengan esperanza matemática y el segundo momento finito: 


a=Mn, b=M 


se cumplirán las relaciones (6.11) siendo 
a(i) =t, b(1) = bat, (6.39) 


(donde ^ es el parámetro del proceso correspondiente de Poisson 
` 


). 

En efecto, si designamos por v (s, 1) el número de momentos ty 
en el intervalo [s, 1], entonces, para el valor fijado de v (s, )=n, 
la magnitud ņ = n (A — n (s) reperesenta en sí la suma de n suman- 
dos independientes ma con un valor medio a y una dispersión o° = 
=b— a. Por consiguiente, 

M (n Iv (s, 9) = œ (s, i), 
y según la fórmula de la esperanza matemática total 
Mn =M (M (n Iv (s, 0)) =a-Mv (s, 9 = aà (t— s). 


Luego, 


M (mè lvis, 0) = oò (s, 9 + (av (s, 99, 
Mn? = M {M (m? |v (s, 0)) = PA (t — $) + aM lv (s, DP 
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y 
Dn = Mr? — (Mn)? = 0% (¿—s) + aè [Mv (s, £) — (Mv (s, 0] = 
= h (t— s) + Dv (s, = Ph (t— s) + ah (t— s) = 
=b (t— 3). 


Examinemos la integral estocástica Toco an (0, donde n (9 


es un proceso complejo de Poisson del tipo descrito anteriormente. 
Mostremos, que para cualquier función continua a trozos y (f, 
€, < t< ca, con la probabilidad 1 


foma Y em (6-40) 
a assa 
4 


(Recordemos que la propia integral estocástica E = [9 () dn (9 
E 
como límite medio cuadrático de una determinada sucesión de magni- 
e 


tudes aleatorias En = fo. (H dn (f), n = 1, 2, ..., está solamente 


EN 

determinada con la probabilidad 1, a saber: cada magnitud que se 
diferencia de E con la probabilidad O, también será límite de la misma 
sucesión En, n = 1, 2, ...). 

Para la función constante a trozos q (1), c, S 1 < C2, que conserva 
constantes los valores ya = y (t) para fa < £< tr, donde los puntos. 
la = Cp + - «+ tn = Ca dividen el segmento Ic, ca] en un número finito 
de intervalos, la probabilidad de coincidencia de los momentos aleato- 
rios T; con los puntos fr, k = 0, ..., n— 1, es igual a cero, y con 
la probabilidad 1 


n-i 


D emm=N[ I o6mm]= 


aktii o E 
=J[n Y w)]= 
AOT ASS 
ses e 
=Y aninda = | 90 no. 
o 


a 

Para la función continua a trozos q (1), que es el límite de una 
sucesión uniformemente convergente de funciones con- 
tinuas a trozos qn (1), n = 1, 2, ..., la fórmula (6.40) se puede obte- 


14e 
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ner por un paso al límite: 
a a 


foao Z pan> | oo, 


a «Ss à 
y suponiendo, por otro lado, que 

An (H = PaA y e= 
tenemos 


ILE mewu- D elm] 
aska 


stes 


áx 1A (D, 


2 Mam 
ysa 


Iml’ < Cea 0, 
a 


donde 
C=M L ža! m|}? =M] nP HM n p?) %(c2—c4)- 


La fórmula (6.40) que hemos obtenido nos permite representar 
el proceso de efecto fraccionario de la forma (6.37) por la integral 
estocástica del tipo (6.8): 

ñ 
E= | wtt, 5) dn(s)- (6-41) 


è 


En particular, para la función de peso w (ż, s) = w (t— s), que 
satisface las condiciones (6.27), al proceso E (1) de efecto fraccionario 
se le puede aplicar el teorema sobre la convergencia hacia el proceso 
estacionario (véase la pág. 209) y también su complemento, ya que 
el proceso complejo de Poisson n (f), £ = 0, en (6.41) es un proceso 
homogéneo con incrementos independientes. 

¿Con qué probabilidad estará el sistema después del tiempo £, 
en tal o cual estado fásico? o más exactamente: ¿cuál será la distribu- 
ción de probabilidades de la magnitud aleatoria E (4? 

Está claro, que esta distribución de probabilidades depende de la 
distribución de las magnitudes aleatorias mw, k = 1, 2, -.., a la 
entrada del sistema. Sea g (u) la función característica de las magni- 
tudes m, de igual distribución; hallemos la función característica 
fe (u) = Meut, —oo < u< œ, de la magnitud E(f) que nos 
interesa. 

Designemos por v (1) el número de impulsos durante el tiempo t. 
Recordemos (véase el $ 2, cap. 11) que para el valor fijado v () = n, 
los momentos Ts, . . .» Tn de aparición de los impulsos están distri- 
buidos en el segmento [0, ¿] de tal modo como si los puntos Ty, . - -+ Tn 
hubiesen sido lanzados casualmente, independientes uno del otro 
con la distribución uniforme de probabilidades de modo que para el 


$ 6. Procesos aleatorios en los sistemas lineales 213 


valor fijado v (f = n, la magnitud E (1) es la suma de n sumandos 
independientes mw (fra), R=1,..., n igualmente. distribuidos 
(los Ta están distribuidos uniformemente en el segmento [0, £l y los 
1 son independientes de v (1) y Ts Ta, - - .). Por consiguiente, para 
el valor fijado ty = s, el valor de la magnitud etuwtt,1m ma 
será 


Meltuw(t, Dnr = g (uw (t, s)), 
y para el valor fijado v (f) = n 


Mee WM y ()=n)= 
4 


=M {g luw(t, alv (=n) =+ f g luw (t, s)] ds 


mfo (9=n)=[+ facwn 5) ds]. 
Según la fórmula de la esperanza matemática total 


Met O = X) M {e O| v (1) =n)P(v()=n)= 


n=0 


t 
6 t A | g oett, de 
1 t, 
=X [+ | etot yas Femen [e Ti 
mo 0 

Como resultado, para la función caracteristica f; (u) = Metu 
se tiene la siguiente fórmula: 


A 
Tetu) =exp {à f tg (uw(t, s)—11 ds), —0o<u<oo, (6.42) 
3 


donde g (u) = Mel" es la función caracteristica de las magnitudes 
Mmm k =1, 2, ..., y À es el parámetro de la ley de Poisson correspon- 
diente. 

En particular, para w (f) = 1, 0 < £< oo, cuando tratamos con 
el proceso complejo de Poisson E (f) = 1 (0) (véase (6.38)), la función 
característica correspondiente f, (u) será 

fi (u) = Mlsw-1, —o<u<o (6.43) 


(para el proceso corriente de Poisson m=1 y g (u) = el). 

En resumen señalemos, que para el sistema lineal estable con la 
función de peso w (f), cuando el proceso aleatorio E (1) converge hacia 
el proceso estacionario para f—> co, (véase (6.31)), la distribución 
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de probabilidades de las magnitudes E (1) converge débilmente hacia 
la distribución de la magnitud E*, determinada por la fórmula (6.35), 
y por consiguiente, las funciones características de las magnitudes 
E(D, que según (6.42) tienen la forma 

i 


fa = exp {a f twt 114s), e <u o, 


convergen hacia la función característica de la magnitud E* para 
> œ 


Hu) =exp (A f (g(uo(s)—11 ds) , —o<u<o. 


$7. PROCESOS ALEATORIOS 
ESTACIONARIOS 


1. Representación espectral de los procesos estacionarios y trans- 
formación de Fourier. Recordemos que el proceso aleatorio E = E o 
—oo < i< œ, se llama estacionario, en amplio sentido, si el valor 
medio A (A = ME (f) es uno mismo para todos los valores de £, y la 
función de correlación B (£, s) = ME (f) E (s), sólo depende de la 
diferencia £— s. En adelante consideraremos que A (f) = 0. 

Ampliemos el concepto de estacionaridad, extendiéndolo a los 
procesos aleatorios con valores complejos E (£), ME (1) = O del modo 
siguiente: el proceso aleatorio E (f), —0 < t< œ, se llama esta- 
cionario en amplio sentido, si ME (f) E (s) sólo depende de la diferencia 
t—s 


M0 ES = B (t— s); (7.1) 


la función B (f), —oo < t< oo, se llama función de correlación del 
proceso estacionario E (f). 

Ejemplo (proceso estacionario con espectro discreto). Examinemos 
el proceso aleatorio de la forma 


s0= 3 ex Dd, —o<t<ow (7.2) 


sonde A-n, . . -, An son determinados números reales, y Dn, ..., Da 
don magnitudes aleatorias no correlacionadas con valo- 
res medios nulos: 


MO,d,=0 para k# j. 
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Evidentemente, 


m= $ moo 


MEE = 23. 029 M0,D, = 3 ¿CO Fa, (73) 


donde F, =M|0, |°, £=—n, ..., n, y de tal modo, el proceso 
aleatorio E (f) es estaciona 

Este proceso da un ejemplo de oscilaciones aleatorias que ti tienen 
como componentes suyas a las oscilaciones armónicas En 60 = h 0, 
con las frecuencias œp = | Àa |, k = —n, .. n n, cuva ace y ampli- 
tud son magnitudes aleatorias. Siconvenimos en llamar al valor 
medio cuadrático M[E ( |? la energía media del proceso 
estacionario E (f), entonces de la igualdad (7.3), para s = t, tenemos 


MIEOP= 2, Fn 


donde Fy =M | ®, P =M]Ex (1) l°, y se ve que la energía del 
pescao estacionario E (£) se compone de das nenes de las componen- 
es separadas Er (A) = eht On, k = —n, .- 

Los valores Ar, =A y My e ilaman Corrientemente, fre- 
cuencias (incluso para los valores negativos de A); en su conjunto 
dorman el especiro de frecuencias del proceso estacionario E (1). 

Ejemplo (proceso estacionario con espectro continuo). Examinemos 
el proceso aleatorio E (f) que admite la llamada representación espectral: 


E)= I edd), (7.4) 


donde ® (À), —oo < À < oo es el proceso aleatorio con incrementos 
no correlacionados y con un valor medio nulo tal que para cualquier 
intervalo (M, 42) 


ar 
MIO) —O a) P= | Adhi (75) 
ù 


la a de estructura f (A) de este proceso se supone que es inte- 
grable 


En la fórmula q 2 figura la integral estocástica de la función 
compleja p (A) = —o<i<oo 
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Recordemos, que la integral estocástica || q (2) 40 (A) definida 


por nosotros en el $ 6, posee las siguientes propiedades: 
M | pajdo a)=0, 
m| f omom = f eP Ada, (7.6) 


y en general, 


m[[omm)][fvmm]= | MFD, (1.7) 
donde la función f (À) >0 es la densidad de estructura del proceso 
O(A) que figura en la relación (7.5). 

Así pues, examinemos el proceso aleatorio E (f) determinado por 
la igualdad (7.4). Para p (A) = et, y (2) = e obtenemos de las 
fórmulas (7.6) y (7.7) que 

ME (1) =0 


MEOE= | erp) da. 
En 
Se ve que E(1) es un proceso estacionario con la fun- 
ción de correlación 


B()= j e f (A) dd, (7.8) 


que coincide con la transformación de Fourier de la densidad de estruc- 
tura f (A) del proceso O(A); f (A) también se llama densidad espectral 
del proceso estacionario E (1). A su vez, la densidad espectral f (A) 
se determina univocamente, por su transformación de Fourier B (f), 
y, en particular, cuando la función de correlación B (f), —o0 < t< 
< oo, es integrable 

[M=3 | BO dt (1.9) 
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La fórmula (7.4) da la descomposición del proceso estacionario 
E (A en oscilaciones armónicas elementales, más exacto, 


hs . 
EM) = J doa~ Y 0, 
EN A 
donde O, = Oar) — Dr), k=—n, .... nm y el signo de 
equivalencia — significa, que para la d cada vez más pequeña, 
de las bandas de frecuencias —An < 4< An en intervalos A, = 
= (Ans Anti) R = —n, a 


(7.10) 


(para máx | Arti — Ar 1—0, An > 00). 


Señalemos que para cualquier intervalo de frecuencias %, < 4 < 
< ha, el proceso aleatorio estacionario 
da 
5l)= fi et dD (A), (7.11) 
ù 
en un pequeño intervalo A = (%,, %2) representa en sí aproximada- 
mente, una oscilación armónica de frecuencia A, A, < À < %a (tanto 
más exacto en el intervalo de tiempo fijado f% < {< f, cuanto menor 
sea A) y su energía media es 


M| ës (0p 


% 
= fro. (7.12) 
ù 
La energía total del proceso estacionario E(1) es 
TS 


y de este modo, como indica la fórmula (7.12), la densidad espectral 
Ý (à) caracteriza la distribución de la energía del proceso examinado 


EN = fent ADG), según las componentes de la forma EA (f) = 


da E 

= | esa) en dependencia del intervalo A = (+, %2) de aquellas 
ps 

frecuencias A, que entran en el espectro de frecuencias de las oscila- 


ciones de la componente correspondiente Ea (1). 
Examinemos el proceso aleatorio estacionario de la forma 
t 


OS (7.13) 
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que se establece en el transcurso del tiempo a la salida del sistema 
lineal estable con la función de peso w (£), al actuar sobre ella las 


perturbaciones aleatorias homogéneas 1 (f) (véase el teorema 
del $ 6 anterior). 

Recordemos que hemos llegado al proceso estacionario del tipo 
(7.13) con ayuda del paso límite: 


E0=Lim, (ts) dn (5), 
e gl. 


desplazando el momento inicial ż del funcionamiento del sistema 
examinado, al pasado infinitamente lejano. Para cualesquiera valores 
de h <s< t, los incrementos 


: 
n(9—n()= | il du, 


que caracterizan la acción total exterior sobre el sistema en el inter- 
valo de tiempo desde s hasta £, no depende de la elección del origen 
de lectura lo. A pesar de que los propios valores 1 (f) pierden su sen- 
tido, para f¿ > —oo de hecho tratamos sólo con las magnitudes An = 
= n (1) — n (s), determinadas para cualquier intervalo A = (s, f), 
que poseen la misma propiedad que para la división del intervalo 
A = (s, t| en intervalos que no se cortan Ay = (Sa, frl, k = 1, ... 


cund b A»), tiene lugar la igualdad 
n 
An= > âm. 
al 


Para mayor claridad, hablaremos sobre el proceso aleatorio ho - 
mogéneo n (f con incrementos no correlacionados An = y (f) — 


—m (s), y en el caso f = —oo, suponiendo que 
Mán=0, M|An[*=0* (t—s), 
M(A1:Ám1)=0 NTB. 


para cualesquiera intervalos A,, Az que no se cortan; la homogeneidad 
del proceso n (f), mencionada anteriormente, significa que su densidad 
de estructura es igual a una constante (en nuestro caso esta constante 
se ha designado por 0%. 

Examinemos ahora el proceso aleatorio w (A) determinado para 
todos los 4 > A como 


7 jnt 
|m no. 


v0)== 
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Para cualesquiera Ay < A< Aa los incrementos Ap =p (M) — 
— ap (u) en el intervalo A = (M, 22) representados en la forma 


F ¿Uat ei 
Ab=a [i A (o (7.15) 


poseen las siguientes propiedades: 
a 
MAp=0, Mapp h). ) 
My Ap) =0 
para los intervalos A,, Az que no se cortan. Las dos últimas relaciones 


que necesitan su demostración se obtienen fácilmente al utilizar la 
igualdad de Parceval; precisamente, la función subintegral 


(7.16) 


Dt 


ad= © J lestPdt<co, 


es la transformación de Fourier de la forma 
a=3 | ea, (117) 


donde za (A) es el indicador del intervalo A = (M, Asl (xa (0) = 1 
para AEA y ya(2)=0 para à € A) y 


x e 
Mapr=or fla(opat=E f 1a 0) da= gi MA). 
—, z — a? — 
map Am | a ada S M0 d=0 
para los cualesquiera intervalos Aj, Az que no se cortan. 

La fórmula (7.15) indica que Jos incrementos Ay = y (A:) — 
—p (à) son los mismos para cualquier valor inicial Ap. Por eso, para 
las funciones q (A) que satisfagan a la condición 


f IPP < o, 


está determinada la integral estocástica 


| padas Lim, f oad. 
g 
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En el mismo sentido que sobre el proceso n (1), —0o < t< oo, 
hablaremos del proceso aleatorio y (à), —oo < } < œ, con incre- 
mentos no correlacionados, que tiene un valor medio nulo y una den- 
sidad de estructura constante g (2) = 0?/2x, aunque tienen sólo 
sentido real los «incrementos» A = Y (2) — Yp (M) determinados 
por la fórmula (7.15) para cualquier intervalo A = (M, ^] (a este 

roceso aleatorio generalizado y (2) lo llaman corrientemente, trans- 
Formación de Fourier del proceso aleatorio y (0). 


Consideremos la integral estocástica foara). 
Para la función constante a trozos de la forma ¢(ì)= 
a 

= Y guta, (2), donde Ap=(%, Ai), k= 1, ..., ne son los interva- 
a 


los que no se cortan de longitud finita y su transformación de 
Fourier 


c= 


j e- o (2) dh (7.18) 


tenemos 


[i pd (a)= | c(Hdn(o, (7.19) 


lo que es un corolario simple de las fórmulas (7.15), (7.17), a saber: 


f omara- X námv=/ [ Š nen 0]ano= ï c(ddnto. 


Le ht lo aci A 


La distancia media cuadrática entre las integrales estocásticas 
del tipo j PO) dY (A) es 

m| amara [amara =s | 100900) dh. 

Análogamente 


n| ] awna- Tas, | lao—eore. 
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Recordemos que para las funciones c(f), f [c(£) PP dt< œ, que 


son transformaciones de Fourier de la forma (7.18) de las funciones 
Q (À) integrables absolutamente, según la igualdad de Parceval 


Jleora=>3 | lords 
por eso E gg 
ar J MMM | Je (0— c(h dt 


y 
m| | amara | marof 


-m| | aano aveo! 


donde c, (1) y ca (f) son transformaciones de Fourier del tipo (7.18) 
de las funciones q, (2) y qa À). 

Está claro, que si la función « (2) es el límite medio cuadrático 
de la sucesión de funciones constantes a trozos Pa (A), n = 1, 2, . 
entonces su transformación de Fourier c (1) coincide con el límite 
medio cuadrático de la sucesión correspondiente Cn (1), n = 1, 2, ..., 
siendo 

| POE O= Lim. | onara), 

fco ant) = lism. | nOn. 

Sin embargo, para las funciones constantes a trozos qn (A) tiene 
lugar la igualdad (7.19) 


Jontyara)= | nD, 11,2... 


y, por consiguiente, 
 omavo)=Lim. | 9n()4Y0)= 


Slim. | ad= | cdn. 
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De tal modo, la igualdad (7.19) tiene lugar para cualesquiera pares 
PAA) y c(0 que satisfagan las condiciones 


[lompa<o, | jOa o 


(donde c (f) es la transformación de Fourier de la forma (7.18) de la 
función q (A). 

Partiendo de aquellas funciones y (A) y c(1) que satisfacen las 
condiciones complementarias 


f opda o, Î je0ldt< (7.20) 


(en este caso la transformación inversa de Fourier nos da p (A) = 


= | ete (N dN), con ayuda del paso límite, la igualdad (7.19) se 


ES 
puede extender a cualesquiera funciones c (/), absolutamente inte- 
grables y a sus transformaciones de Fourier 


qM=- f ette (f)dt. 


Consideremos ahora directamente al proceso estacionario $ (f), 
representado por la integral estocástica (7.13): 


E= f wtdi). 


Llamemos caracteristica espectral!) del sistema lineal con la fun- 
ción de peso w (f), (w (f), —oo < t< œ es absolutamente inte- 


1) En las aplicaciones el sistema lineal se caracteriza, corrientemente, 
go la tal llamada función de transmisión q (p) que está ligada a la función 
k p w (t) correspondiente (w (t) = O para f< 0), con la transformación 

le Laplace: 


ẹ(p)= f EPt (t) dt 


(véase, por ejemplo, el libro de J. Lanning y R. Battin «Procesos 
aleatorios en los sistemas de dirección automática» (trad. al ruso del inglés), 
IL, Moscú, 1958. 
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grable), a la función 


qn = $ e-d (t) dt. (7.21) 


Supongamos que la característica espectral q (12) es tal que 
Ja lọ (i) P dh < œ. Evidentemente, la función c (9) = w (t— 3), 


Too < s< œ, satisface a las condiciones (7.20) siendo 


$ eMac (s) ds = et $ e-t- (1— s) ds = e Mp (i). 


Por consiguiente, de acuerdo con la fórmula general (7.19), 
mos 


E0= | we—sdni)= f my. (7.22 


La igualdad 
à 
DA= f odr (7.23) 
determina el proceso aleatorio complejo con incrementos no corre- 
lacionados, que tiene el valor py nulo y la densidad de estructura 


0=H10mp. (7.24) 


En efecto, designando por AD = 0 (^2) — O (A,) el incremento 
en el intervalo correspondiente A = (Ay, 42) tenemos 


MAD=0, 


de 
o 


M/A0p=M| omar E TES 


de 


M(,05,0)=M[ | g(2)xa, (034 () | oika 4Y0)]= 


Ej loma da= 


para cualesquiera intervalos que no se cortan Aj, Az. 
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De la definición general de integral estocástica se deduce fácil- 
mente que 


E0= | ep) ar0)= f e dO (A). (7.25) 


Hemos obtenido la representación espectral del proceso estaciona- 
rio E (f) (véase (7.4) y más adelante). 
Así pues, tiene lugar el siguiente resultado. 


Teorema. Cualquier proceso estacionario aleatorio E (i) del tipo 
(7.13) admite la representación espectral (7.4); con ello su densidad 
espectral f (\) se expresa por la fórmula (7.24). 

2. Transformaciones lineales. Ejemplos. Sea E (1), —o0 < t< oo, 
un proceso estacionario aleatorio, que admite la representación espec- 
tral 

i= f eiM dD (A). 


Sea T=[a, b] un segmento finito o infinito sobre el eje del 
tiempo — œ < t< œ. Designemos por Lr(f) al conjunto de todas 
las funciones p(A), —œ<A< o0, que tienen bien la forma 
e onea (donde f, ..., nET), o bien son límites para tales 
funciones: 

90)=1i.m. 2 cue ta (7.26) 


en el sentido de la convergencia media cuadrática con relación a la 
distancia 


190=e01=( f amera), 


donde f (A) es la densidad espectral del proceso estacionario exami- 
nado E (f) 


a Designemos por H (T) al conjunto de todas las magnitudes de la 
forma 


n= | 90400, (7.27) 


donde p(A)E Lr(f). Para PA= Eat las magnitudes indicadas 


representan en sí las combinaciones lineales de los valores correspon- 
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dientes E(tr), tE T: 


n= Î coom | [3 aa] 
E A 


=Ya | erdo (a) = D) at (a) 
E r 


y en caso general son limites (con relación a la convergencia media 
cuadrática) para tales combinaciones lineales: 


n= | vm400)- 


- D attt) (7.28) 


Ejemplo (integración). Sea c(f), —w<1<oo, una función 
continua a trozos, igual a cero fuera del segmento finito T + la, bl 
y sea q (à) su transformación de Fourier: 


è a-1 
e= $ ¿Mc() di=tim D, ehe (ta)Abie 
$ e 


donde Af, = fiss — f k = 0, 1, 2... 1, y el limite «de las 
pa 
sumas integrales» Pa (à) -2 elatk c (£,) Al, se toma, como corriente» 


mente, para la división cada vez más pequeña del segmento (a, bl 
por los puntos fo == a, lu ..., fu = b (cuando máx Af, — 0). Se 


ve fácilmente, que la relación límite indicada también se cumple en 
el sentido de la convergencia media cuadrática: 


Lim. | [4 (90m O) F) 40. (7.29) 
En efecto, para cualquiera £>0 se puede elegir tal a que 


F()dA.<e (recordemos, que la densidad espectral [(A) es una 


tabs 


función integrable); la sucesión pn(2)= Y exc (fa) Af está limi- 
4 
lada y converge hacia q (2)= f eo (£) dí uniformemente por A en 


cada intervala finito: 
le) — pa 0)|<e para [2S e 


15—01104 


226 Cap. 111. Atgunos modelos de procesos aleatorios 


para todos los valores de n suficientemente grandes (digamos, para 
n= ną) tenemos 


Pomar rd $ eoD + 


haba 


a a 
+ OOO f fome J rmac, 
E mba 
cuando n>n, para cualquier valor de e> 0 dado de antemano 
(donde C, C; Son determinados constantes). 
Examinemos la magnitud correspondiente n= f PdO (0) del 


espacio H (T): 


n=lim. | pa 0)dD G= lim. J c(6)E(6) Anta 


Jæ rai 


Llamemos integral al límite medio cuadrático de “las sumas 


n 
integrales” 2i c (tn) E(tx) Afr suponiendo?) que 


j e(0E()dt=1.i.m. > C (ta) E (hn) Atn- 


En estas designaciones 


f pado a)= f BORGES (7.30) 

Por un paso límite la fórmula (7.30) se extiende a las funciones 
arbitrarias absolutamente integrables c(f), —oo < {< œ, y a sus 
transformaciones de Fourier p (A), —o < A< œ (véase (7.19). 


3) Señalemos, que para el proceso aleatorio n (). a < f < b, en el cual 
todas trayectorias posibles son absolutamente integrables (para nosotros y (1) = 
=e(0 E (0, el límite medio cuadrático de elas sumas integrales» 
Liam. È, n (a) Ah = fa (£) dt coincide, como magnitud aleatoria con probabi- 


lidad 1, con la integral corriente fa (dt de la trayectoria existente 


O a gto (vénse, por ejemplo-el cap. IV del libro citado anteriormente, 
de 1. 1. Guijman y A. V. Skorojod). 
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Ejemplo (diferenciación). Examinemos la derivada media cuadrática 


"= Lim, ESO 
oa E 


del proceso aleatorio Ẹ(f) (se tiene en cuenta el límite medio 


cuadrático). Para el proceso estacionario E()= | e™d@ (1) en el 


caso de existencia de tal derivada obtenemos 
Y()= S Dem dO (A). (7.31) 


Naturalmente, el límite medio cuadrático indicado 


Lim. UEAN EU 
y la integral estocástica Î nexaoo) no siempre existen y, pre- 
cisamente, entonces y sólo entonces, cuando 

j ASF (2) dà < oo, 


En efecto, para esta condición p(A)=i¡%eit es el límite de la 
AMAN piht 
At 
media cuadrática y 


función , At>0, en el sentido de la convergencia 


E : SARA) O piht 
A pee aoa | eoaoo 


Ejemplo (fórmula de inversión). Examinemos la fórmula (7.30) para 
PA= | radade, =o << o0, 


donde A=(A;, de] es un intervalo finito, xa(A) es su indicador 
(1 0)=1 para AEA y %a(ñ)=0 para Ac A) y 


5(2) 


enzo 


1 
Vino 
158 
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la función correspondiente c(£) es 


ct=% | 


=o << oo. 


Se ve fácilmente, que para 6 0 las funciones «p (2) convergen en la 
media cuadrática, hacia la función ya (4) (esto se puede fundamentar 
lo mismo que en la relación limite (7.29), utilizando el hecho de que 
las funciones «p (A) están limitadas y convergen uniformemente hacia 
za (à) según A, para —a $ à SM — e, A+e<i<h—e, 
Az + e <À < a para cualesquiera valores de a tan grandes como se 
quieran y de e tan pequeños como se deseen. Ya que las magnitudes 
| omom $ 


git enit eeng dt 


entran en el espacio H (T) para T = (—o, o), entonces en este 
espacio se contienen también las magnitudes AD= O(%4) —O(2y): 


¿Pal 


e-0u3/2 $ (0) de 


A0= f ta 0)d00)= lim. g j 


(7.32) 


Esta es la llamada fórmula de inversión, que permite determinar 
el proceso aleatorio D(A), —o < A < oo, con incrementos no corre- 
lacionados que figuran en la representación espectral del proceso 
estacionario E (f), según su trayectoria E(1), —oo<t<o0. 

Examinemos el sistema lineal con la función de peso w (1) absolus 
tamente integrable 


w(()=0 para t <0, fimpar, 


y con la característica espectral ọ (ià), $ Jp (i) |? dà < o0. 


Supongamos que en la entrada de este sistema aparece el proceso 
aleatorio estacionario en amplio sentido 


n()= j dY (a) (7.33) 


con la densidad espectral g (2). Para tal acción exterior durante el 
tiempo desde O hasta £, el sistema pasa del estado inicial (digamos 
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E (0) = 0) al estado 
4 


E0= f w(t—s) A(s) ds. (7.34) 


De acuerdo con la igualdad general (7.30) el proceso aleatorio 
E (() se puede representar en la forma 
E= | p.m) dE A), 


4 
donde la función subintegral q, (A) = „Îe-t%rw (s) ds converge hacia 


la característica espectral y (i) para £— co. Se ve fácilmente que 
el proceso aleatorio E (f) converge en su media cuadrática hacia el 
proceso estacionario de la forma!) 


E0= f emp ar o). (7.35) 


La fórmula (7.35) nos da de hecho la representación espectral de este 
proceso estacionario E (1), que se establece en el curso del tiempo 
(1 > 00) a la salida del sistema lineal con la característica espectral 
y (i) o sea en la representación espectral 


O= | edo) 
es necesario tomar ` 
x 
0()= | pdu), —e<i<o. 
De la relación 
j 
MID) D= | eP gadh 
a 
se ve directamente que la densidad espectral f (A) del proceso esta- 
cionario E (1) es 
FO) = 1e (0) F20. (7.36) 
1) Del mismo modo, que en el punto 3 del se se podria examinar el paso 


límite (para fo- —co) del proceso É% (f) = fotà (ds al proceso 


estacionario E (f) determinado por la fórmula (7.35). 
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Recordemos que la densidad espectral f (à) caracteriza la distri- 
bución de la energía total del proceso estacionario § (f) = f edo (0) 


dl 
por las componentes de la forma Ea (1)= $ e% db (A) en dependencia 
A 
del intervalo A= (M, %4) de aquellas frecuencias 4 que entran en e 
espectro de frecuencias de la componente correspondiente $a (f) 


dm 
(a saber, Ea(1) tiene una energía igual a ftaa). La rela- 


R 
ción (7.36) indica que al elegir la característica espectral adecuada 
PGA) del sistema lineal, se puede reforzar (o debilitar) las “oscila. 


ciones de entrada” n= fos dY (2) cuya energía j (4) dh se trans- 


de 
de 


forma en Ex (t) = f edho (12) d'Y (à); como ya se indicó la energía de 


ES k 


M 
las “oscilaciones de salida” Es (£) = f edoa) será igual a ĵ FA dh 

Ai 

donde f (a) =| (iA) 1” g A). y 
Anteriormente, en el $ 6 examinamos el comportamiento del siste- 
ma bajo la acción de perturbaciones aleatorias homogéneas 2 (1) 


con la suposición de que y (1) = fa (s) ds representa en sí el proceso 


y 
con incrementos no correlacionados, que satisface a las condiciones 
(7.14); en estas condiciones el proceso de salida 

1 


El) [uta o, 


que se puede representar simbólicamente por la fórmula (7.34) con 


el cambio de dn (s) por n (s) ds, será convergente hacia el proceso 
estacionario para £> œ. Con respecto a este proceso estacionario 


t= j emp (ih) d'F (A) 


fue establecido que él admite Ja representación espectral y tiene 
una densidad espectral f(4)=-É-p(12)[* (véase (7.22) —(7.25)). 
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Tal proceso estacionario entra formalmente en el esquema gene- 
ral descrito anteriormente cuando =i Naturalmente, en el 


sentido de la definición dada antes, la función g()= no puede 


servir como densidad espectral del proceso estacionario corriente 
(ya que para ella $ E) dh=00) .Pero es cómodo, de un modo 


puramente simbólico, introducir el proceso estacionario correspon- 
diente (0) con la densidad espectral g()=-E, utilizándolo en el 
sentido de que (véase (7.19)) 


f cihat =( Î cymo) = Î emaro. 


Este proceso estacionario generalizado y (1) se lama, corriente- 
mente, ruido blanco. 

Ejemplo (movimiento perturbado del péndulo). En conclusión, exa- 
minemos un ejemplo en el cual se puede fácilmente observar algunas 
particularidades del comportamiento de los sistemas lineales bajo 
acción de las oscilaciones aleatorias. Examinemos precisamente el 
movimiento del péndulo (para la existencia del rozamiento) con un 
gran período de oscilaciones propias, que se describen por la ecuación 


x" (N + hx (N) + ox (A =0 
y se dan en forma explicita por la función 
x (1) = Aeh sen (wt +0), o =V. 
La función de transmisión de tal sistema es 


1 A 
PS ap o 


(la característica espectral es igual a q (12). 

Supongamos que este sistema se encuentra en un barco. Y supon- 
gamos que sea la frecuencia œ de oscilaciones propias del péndulo 
mucho menor que la frecuencia 92 del balanceo del barco: w< Q. 

Si consideramos que en el péndulo actúan los golpes aleatorios 
como resultado del balanceo, que se originan aproximadamente des- 
pués de pequeños intervalos de tiempo Af ~ ¿, siendo esta pertur- 
bación externa y (£) homogénea según el tiempo y se puede considerar 


formalmente que y (1) es «un ruido blanco»*), entonces el movimiento 
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establecido del péndulo representará en sí un proceso estacionario con 
A 
la densidad espectral de la forma f (2) = ¿19 (À) P. 
Recordemos que la densidad espectral caracteriza la distribución 


de energía del proceso aleatorio E() = | e*t 400) según las com- 


ponentes de «las oscilaciones elementales» en dependencia de la fre- 
cuencia A, a saber: la amplitud media de las oscilaciones aleatorias, 
dadas por la integral estocástica 

pr 


rar a 
Ye dd) es igual a $ ÍO) dh. En 
ù da 
nuestro caso la densidad espectral es 
IL, ` 1 
(0-3 op 
Y wen? A y tiene un máximo para 4? = hè 
Fig. 23. Vista general de la (fuertemente expresado para «un coefi- 
densidad espectral ciente de rozamiento» h pequeño) y 


1-2 1 decrece suficientemente rápido al ale- 
OO ARE jarse del punto máximo (fig. 23). 

Esto quiere decir que en el proceso 
aleatorio E (1) predominan, fuertemente, «las oscilaciones elementales» 
con frecuencias próximas ala frecuenciapropia o del sis- 
tema examinado. 

Para la comparación indiquemos que si se considera la acción 
externa (del balanceo del barco) como oscilación armónica de fre- 
cuencia (2, entonces el péndulo durante el movimiento establecido 
realizará oscilaciones forzadas con esta frecuencia Q, lo que se dife- 
rencia cualitativamente del resultado obtenido anteriormente. 


8. PROCESOS 
DE DIFUSION 


1. Procesos aleatorios representados por la integral estocástica Itò. 
Para mayor claridad, imaginémonos un sistema determinado, que 
con la acción exterior y (f), £> fo, cambia su estado fásico x (1) de 


tal modo que 
x (9 = a (9 + o (hy (D, 


1) Referente a la acción de tal tipo de proceso aleatorio sobre el sistema 
lineal, además de lo dicho anteriormente sobre «el ruido blanco» véase también 
el punto 1 del $6. 
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o sea en forma integral 
: : 

x= J a(s)ds+ | o(s) y()ds, 
te 


donde los coeficientes a (1) y 5 (1), que son parámetros del sistema, 
pueden depender no sólo del tiempo ż, sino también de la acciór. 
y (3), to < s< t. Al actuar sobre tal sistema las perturbaciones caóti- 


cas aleatorias 1 (1), £> fo, como modelo adecuado que describe su 
comportamiento, puede servir el proceso aleatorio 


i : 
EO =509+ j a(s)as+ Í a(s)dn (9) 61) 
to 


ñ 
donde n (= Fria (compárese el punto 1 del $ 6). 


to 

Más adelante examinaremos los procesos aleatorios E (1) del tipo 
indicado, suponiendo que n (0), £> to, es el proceso estandard» del 
movimiento romana ') con una media nula y el coeficiente unitario 
de difusión (M ln (0) — n (4)? = t — fo), y los coeficientes a (0, 
9 (1) dependen, hablando en general, de 1 (5), fo < s < 1 (más exacto, 
a (f) y $ (1) para cada £ son magnitudes aleatorias, cuyos valores en 
el momento + se determinan univocamente por las trayectorias del 
proceso aleatorio n (s), t < $ < 8). 

Pasemos a la definición exacta de las integrales estocásticas exis- 
tentes en la fórmula (8.1). 

Sea « (1) una función feal constante a trozos en el segmento c; < 
< i< cn que para una división de este segmento por los puntos 
ci = lo ha...» tn = Ca toma los valores aleatorios q (t,) en cada 
uno de los intervalos Ay = (fr, fas), k = 0, ...,. n— 1. Subraya- 
mos una vez más que los valores de la función y: (1) son magnitudes 
aleatorias. Supongamos que 


a zi 
Vodt=Y a), 
å kan 


donde At, — fir — i k=O, ... n— l. Está claro, que la 
integral definida de este modo posee las propiedades corrientes de 
aditividad y homogeneidad: 


r 3 4 
| Dipi (O +2 (01 de= | padera | tde (8.2) 


3) En otras palabras, y (f) es el eruido blanco» de Gauss. 
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y ademas de esto; 


m oca | moat (8-3) 
y ` n 
[f ooal< ieoa (8-4) 


(donde || n 11 = V Mn? significa el valor medio cuadrático de la mag- 


nitud aleatoria n). 
Sea ahora «p (1) una función aleatoria en el segmento €, < £< Ca, 
que puede ser representada como límite medio cuadrático de las fun: 
ciones constantes a trozos qn (f), n = 1, 2, . .... o más exáctamente, 
ile (H — qn (9 > 0 para n— 00 (8.5) 
uniformemente según t, c, < t< cz. Evidentemente, 
Il són (H — Pm (D S I Pa (H — P (9 1 + I pm (0 — 9 (0 +0 


para n, m— co también uniformemente según / y, por consiguiente, 
ña E E 
[Fon Odi- mide < | lon (0—9m(0 11 de= 0. 


Esto demuestra que existe el limite medio  cuadrático 
e 


Lian. Jon (9 dí; evidentemente, este límite es el mismo también 


para cualquiera sucesión qn (f), n= 1, 2, -.., del tipo indicado 
anteriormente. Supongamos que 


e a 
[i Q(t) dt =Li.m. $ @n (t) de. (8.6) 


Se ve fácilmente, que en tal paso límite se conservan las relacio- 
nes (8.2) —(8.4). 

Señalemos que para la función aleatoria ọ (f), uniformemente 
continua en la media cuadrática: 


lo (t+ 40) — p (0 => 0 (8.7) 
para At— 0 uniformemente según 1, c < £ < cs; la integral estocás- 
tica determinada por la igualdad (8.6) es el límite medio cuadrático 
de las sumas integrales corrientes: 
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para una división cada vez más pequeña del segmento [c,, cz] por 
los puntos & = lo, f, - . -, tn = Cs en intervalos de longitud Aż, = 
= try — Ín, cuando máx Af, — 0. 

a 


Pasemos a la definición de integral estocástica del tipo [y (9 x 


x dy (f, donde y (1) es una función aleatoria, y y (£) un proceso alea- 
torio con incrementos independientes; con esto nos limitamos sola- 
mente al caso cuando el proceso n (1) es el movimiento browniano (con 
una medía nula y con el coeficiente unitario de difusión). 

Para las funciones corrientes q (f) (no aleatorias), la integral esto- 
cástica de tal tipo fue determinada antes en el $ 6. Bara las funciones 
aleatorias q (1) es fundamental la suposición de que 

para cualquier u los incrementos y (6) — n (1i), £> u, no dependen 
de las magnitudes aleatorias y (5), S S ú- è 

Sea q (4 una función constante a trozos real, que toma los valores 
aleatorios «y (h) en los intervalos correspandientes Ay = (fn, fni), 
k=0,... n— 1. Pongamos 

e Ti 

| oO dn = 3) 1 (6) An (ha), 

à la] 
donde An (f) = y (lar) — n (h); k= 0, .... n— 1. Está claro, 
que la integral así determinada posee las propiedades corrientes de 
aditividad y homogeneidad (compárese (8.2). 

Supondremos que M lẹ (Hl? < oo para todos los $, & S 1< Ca. 
De la condición de independencia de los incrementos n (1) — n (u), 
{> u, de los valores y (s), s < u, se deduce que ` 


Mo (f) -An (131 = Mo (11) -MAn (f) = 0, 
M lg (6) +An (t)? = Mg? (f) -M [An (4)? = Mg? (t) A (1), 
k=0,. a—= 1 
además de esto, para todos los k + j (considerando para concretizar 
que k< j) tenemos 


M [o (ta) An (ta) =p (4) An (191 = M lo (t) An (4) ẹ (t) x 
x Mân (t) = 0. 


Evidentemente, 


a 
M | od) =0, (8.8) 


[f ronof- fiora 
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y además de esto, 
ha a a 
m[[uono f Odo ]= | MOVO d (8.9) 
Sea ahora «y (1) una función aleatoria en el segmento c, < f< Ca, 
que puede ser representada como el límite medio cuadrático de las 
funciones constantes a trozos Pn (f), n= 1, 2, ...; más exacta- 
mente, supongamos cumplida la condición (8.5). Entonces 


|f o Omno a Oan O= f 10 Oon (h [Pat 0 
para n, m— oœ y, por consiguiente, existe el límite medio cuadrá- 
As 


tico L.i.m. [qu (0 dn (D. Se ve fácilmente, que este límite no depende 
pa 


de la elección de la sucesión qn (f, n= 1, 2, ..., que satisfaga 
la condición (8.5). Pongamos 


TOS (8.10) 


Evidentemente, para tal paso límite, las relaciones (8.8), (8.9) 
se extienden a las funciones “límites q (1). 

Señalemos, que para las funciones uniformemente continuas 
y (0), (en la media cuadrática) la integral estocástica definida por la 
igualdad (8.10) es el límite medio cuadrático de las sumas integrales 
correspondientes: 


e n. a-i 
$ P () dn (t) =1i.m. Y Q (6) An (fa). 
ci K=0 


Después de introducir las integrales estocásticas del tipo (8.6), 
(8.10) también se puede hablar con conocimiento de causa sobre el 
proceso aleatorio E (1) representado por la fórmula (8.1). 

Suponemos que las funciones aleatorias a (f) y 0 (f) cuyos valores 
para cada f se determinan unívocamente por el proceso aleatorio 
n(), to <s<t, son uniformemente continuas en 

a media cuadrática en cada segmento limitado. En 
1 


esta suposición existe la integral” Ja (s) ds, y ya que para cualquier 
lo 


u, los incrementos 1 () — n (u), £> u, no dependen de n (s), to < 
s<u, ellos tampoco dependen de. las magnitudes o(s), s < u 
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f 

de modo que existe la integralestocástica | 0(9 dy (1) determinada 
y 

anteriormente, 

Examinemos el caso en que el proceso aleatorio E (1) es repre- 
sentable por la integral estocástica (8.1). Aquí consideramos que 
existen los procesos aleatorios a (1), o (1) y n (1) (y también el pro- 
ceso aleatorio E (1)) y la cuestión se concierne sólo al enlace de estos 
procesos, expresado por la fórmula (8.1). 

Claro está que los valores E (1) dados por esta fórmula se determi- 
nan univocamente por el valor inicial E (f) y por el proceso aleatorio 

(5), to <s< fi examinaremos el proceso aleatorio Ẹ (f), t> ty 
le este tipo. Se indicará que la relación integral (8.1) es un corolario 

de la relación local 
AE (0) ~ a (f) At + a(t) An (1) (8.11) 


(donde A$ (1) = § (t+ A) — E (4), An (9 =n + AD —0u(0 y 

At— 0), que comprenderemos en el sentido!) de que 

M (45 (9 — la (1) At + 0 (09 An (D) 19 (9), s < t} = o (A1), (8.12 
M (85 () — la (f) At +0 (0 An (DIP = o (49), 


donde las magnitudes o (Af) son infinitamente pequeñas de orden 
superior en comparación con Af, o más exacto, 


NOGAL o para At0 


uniformemente por ¿en cada intervalo finito tl. S 1< 4. 

Detengá monos detalladamente en estas relaciones. Las magnitudes 
a(t) y a(t) en la primera de éstas se determinan univocamente por 
n(5), s< i, y para la trayectoria fijada ni) S< f, 
son sencillamente constantes, mientras que el incremento AẸ (f) 
es aleatorio y tiene una distribución de probabilidades que depende 
de fa trayectoria correspondiente n (s), s < í, y el incremento An (1) 
no depende de n (s), s < £. Por eso, para la esperanza matemálica 
condicional (para los valores fijados de 1 (s), s < £) tenemos 


M (90) An (9) En (5, s< 1) = ol) Man (À = 0, 
M {AF (O — la () At + a(t) An (9) | nts), s< 0 = 
= M {Af (9) Iy (9, s < 4t} — a (ġ) Af. 
1) Véase el $ 2 del siguiente cap. IV. Más adelante, en este párrafo utili- 


Zaremos, esencialmente, el aparato de las esperanzas matemáticas condicio- 
nales, incluyendo la fórmula de la esperanza matemática repetida del tipo 
M (Mli nli č) = M {ÈI E), 
donde, hablando a grueso modo, el complejo de condiciones «Ẹ» se determina 
univocamente para cada una de las condiciones fijas «nm; se puede leer más 
detalladamente sobre este particular, por ejemplo, en el libro citado antes de 

Guijman y Skorojod. 
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Luego, ya que se supone que la función aleatoria a (1) es continua 
en la media cuadrática, la magnitud || a (1) || está limitada en cada 
segmento 4 < £< h y, se ve fácilmente, que 


11.45 (1) — la (8) At -+ o (4) An (0) IP = 
= 145 (9 — o (4) An (9 W+ o (Ab). 


De tal modo, las relaciones (8.12) también se pueden comprender 
en el sentido de que 


M (AE (0) In (9), s S t} = a (f) At + o (Af), (8.13) 
1148 (0) — a (4) An (9) |P = o (49. (8.14) 


Lema 1. Con la condición (8.13) para cualesquiera t, < t; tiene 
lugar la siguiente igualdad: 


MEE Inl), <1)=M { f apatinio) set}. 815) 
fi 


Demostración. Dividamos el segmento ft, t) con los 
puntos f = So, Sy Sa = f en intervalos de longitud As, = 
= Siti — Sh» -< n— 1. Supongamos que 

o (Asi) = M (AE (51) — a (sa) Asa In (9), s<s»), 
donde AE G, = Ẹ (Sata) — $ (Sa); k = 0, .. ., n — 1. Según la supo- 
sición, AXSAM -> 0 uniformemente por k para máx As, — 0. 


Tomando por segunda vez la esperanza mateiática condicional (pero 
ahora con la condición y (s), s < f, donde f < sa) tenemos 


M fo (Asa) |n (5), s < 11) = M (A (sa) — 
— a (sa) Asa |n (9), SS 4), 


de donde obtenemos que 
IM (AE (sa) — a (sa) Asa In (9), s< h) l= 
=VMM Qas) n, s<4)F< 
<VMM pa ne, sAN = 
= llo (Asa) ll, k= 
Por esto, como se ve fácilmente, 


ennel. 


[Meet seim {fenan sea} |< 
á 


mi 


<J) MEAE (51) —a (sa) Ash |n (5), s<t) l+ 
iao 
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E ni s<4} |< 


<5 toas] fava- El ato) 85 +0 
Kao 
para máx Asa -> 0 y, por consiguiente, 
ta 
IMEE -EHIN s<4)—M { | adeln) s<4}|=0, 
a 


es decir, tiene lugar la igualdad (8.15). 
Pasemos del proceso inicial E (£) al proceso aleatorio 


Ñ 
0=50-509— fat (8-16) 
De la igualdad (8.15) se deduce que 
M&A In(), s<0=0. (8.17) 
Además de esto, junto con la tondición (8.14) para los incremento 
that 


O= | alas 


t 
será evidentemente 

Il AE (9 — 0 (0) An (0 IP = o (4), (8.18) 
donde o (Af) es un infinitamente pequeño del mismo tipo que en 


(8.14), es decir, E > 0 uniformemente en cada intervalo finito 
deb <t< to 


Lema 2. Con la condición (8.14) tiene lugar la siguiente igualdad: 


4 
Earn. (8.19) 
Re 


Demostración. Elijamos una división del segmento lto, £ 
y valoremos la diferencia correspondiente 


3a an 
E(0— Y o(a) An (ia) = Y 1AE) — o (ta) An (1). 
5 S 
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De la condición (8.17) se deduce que para in + ty (digamos, th < tj) 
MAE (h) AE (1) = M IM (AE (1) AE (t) 111 (9), 
S< ti} = MIAS (4) M (AE (4) In (5), s<4)1=0, 


ya que para los valores fijados n (s), s < fj, las magnitudes AẸ (£+) 
son constantes, análogamente: 


MIAE (6) o (t) An (19) — 0, 
M Lo (ta) An (ta) 0 (ty) An (491 = 0. 
De aquí, tomando en consideración la condición (8.18), obtene- 
mos que 


pa aea 
lEto— 2, 0 o Anl = 2 AEG 0 (61) Ant P = 


1 
= Y o(A1)>0 


A 


nt 
para máx Af4=>0, es decir, “las sumas integrales” 2 0 (tn) An (tn) 
So 


tienen su límite Ẹ() y, por consiguiente, É(4) sjeo dn(s) que es, 
lo que se quería demostrar. 


La expresión 
dE (f) = a (f) dt + o (i) dn (1) (8.20) 


se llama diferencial estocástica del proceso aleatorio E (1), si 
: : 
El) EUo) | at) ds- | a t9) dn to). 
to fo 
Uniendo los lemas 1, 2 obtenemos el resultado siguiente. 
Teorema 1. Con la condición (8.12) (equivalente a (8.13), (8.14) 
el proceso aleatorio E (t) tiene la diferencial estocástica, expresada por 
la fórmula (8.20). 
Hallemos la diferencial estocástica de la función aleatoria 


(9 =9 (4, n (9), (8.21) 


donde y (1) es el proceso del movimiento browniano, y ¢ (f, x) es 
una función real (no aleatoria) de las variables £ y x, que tiene deri- 
vadas continuas 2, 22 y 2 Para que sea más claro el objeto de 
nuestros cálculos, exponemos inmediatamente la solución: 


Bo ETA RE 
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Subrayemos aquí particularidad en comparación con la diferen- 
cial corriente para las funciones (no aleatorias) diferenciables E (1) 
y 1), que tiene la forma de() =P AO qe 22C AO) gnp; 
precisamente, en la fórmula (8.22) se contiene el miembro comple- 
mentario + PCN) dt, que aparece, como podemos cerciorarnos 
más adelante, gracias a que, para el movimiento browniano n (ż) 
examinado con el coeficiente unitario de difusión M[An(£)]*=A£. 
En general), 

Man (or (a), k=l, 2 (8-23) 


y esto aporta su específica al valorar el miembro residual 
Op (14-014, n (t) HANA dp, nt) 
0 (At) e [POEMAS MORAN Pen] 


2a (t, n (t) (1) Pg (t, n (t 
g (i OHA a (8.24) 


(donde |0,|, [O»|<1) en la relación 
AE()= O At+ zet a An(0+ 


HZU MO Am(or+o (80, (8:25) 


que se obtiene en la fórmula de Taylor para las funciones q (f, x). 
Supongamos complementariamente, que las derivadas JP, 22 
y E satisfacen la tal llamada condición de Lipshitz (para 
la función y(t, x) ésta significa que 
[y (14 At, x4 Ax) —y(t, x)1<C,] At] 4-C2] Ax], 


donde Ci, Ca son determinadas constantes). Entonces las funciones 
aleatorias PC MOL, de ni) y Leen) son uniformemente 
continuas en la media cuadrática y, por consiguiente, las funciones 

a 
I 12) y ll están uniformemente limitadas en cada 
segmento finito f<t<i. Teniendo en cuenta esto, y también 

3) Para la magnitud de Gauss y con la media nula y la dispersión 02, que 

tiene la función caracteristica p(u)=e"%%?, —oo<u< co, la fórmula 
Oo) FAMA, ESO, l, -.., mos da 

A 

n kl 2r 


1601104 
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circunstancia de que los incrementos An(¿) no dependen de n (s), 
s<t, se puede deducir fácilmente, de las relaciones (8.23) —(8.25), 
que las funciones 


t, t) 1 (t, n (t) op (t, 
ap 226000), 1 Pen) y go ell 


satisfacen a las condiciones (8.12) siendo justa, para las magnitudes 
o (Af) que figuran en estas condiciones en cada segmento limitado 
lo < 1< hy la valuación | o (Af) | < C(A 1%, donde C es una cons- 
tante determinada. Según el teorema 1, el proceso aleatorio examinado 
E (0 = p (£ n (0) tiene la diferencial estocástica dE (1) = a (1) dt + 


+0 (0 dn (0). 5 
Ejemplo. Calculemos la integral fa (5) án (5), donde n (0, £> to, 


lo 

es el proceso del movimiento browniano. Intentemos hallar el pro- 

ceso aleatorio de la forma E (f) = q (t, n (0) que tiene la diferencial 
j 


estocástica d (0 = n (f) dn (i); para tal proceso fh (5) dn (9 = 


= (9 — Ello) , Ne 
De acuerdo con la fórmula general (8.22), la función incógnita 
o (t, x) deberá satisfacer las siguientes condiciones: 


dg 12g de 
atra A 


Hallamos fácilmente que 
APRO y c+ 


de donde q (t, x)=} (x°— 1). Como resultado obtenemos 


A 
[romos gmo- 


Señalemos de modo aleccionador que para la función d ife- 
renciable corriente y (f, la integral correspondiente es 


4 
fuomno=> tè (0 — nè o)l- 


Examinemos el proceso aleatorio de Márkov §(), que tiene 


la diferencial estocástica a (f dt + o (1) dn (9). 
Consideraremos que los valores de las funciones aleatorias a (f) 
y o (f) dependen explicitamente, sólo de £ y del estado variable E (9, 
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de modo que a (f) = a (t, E(0) y a (N = o (t, E(0), donde a(t, x) 

y a (t, x) son unas funciones (no aleatorias) del par de variables £, x. 

En términos generales, esto significa que durante el tiempo AŻ el 

proceso pasa desde cada estado E (1) = x al estado x + AE (1), donde 
AE (4) ~ a (t, (9) At + o (t, E(0) An (9. 

Antes interpretábamos esta relación en el sentido de que se cum- 


pliesen las condiciones (8.12). Reforcemos algo a estas condiciones, 
sustituyéndolas por las siguientes: 


M {AẸ () —la (t, E (0) At +0 (1,8 (0) An (91 18 (9} = o (A9, (8.26) 
M (185 (9 — a (t, E(0) At — o (t, E(0) An (9P 18 (9) = o (40, 


donde o (Af), igual que anteriormente, significa también para cual- 
quier valor fijado E (1) = x, una magnitud infinitamente pequeña 
de orden superior en comparación con Aż— 0, uniformemente según 
t en cada intervalo limitado f S t< f 

lalt, IKC, C1<l0(t x)| <C: 
para las constantes determinadas C, C,, Cz. 

Mostremos que para la condición (8.26) el proceso aleatorio de Már- 
kov E (f) enira en la clase de los llamados procesos de difusión, cuyas 
distribuciones de probabilidades están íntimamente ligadas con las 
ecuaciones diferenciales, que describen los procesos físicos de difu- 
sión!) (las ecuaciones mencionadas serán examinadas en el punto 
siguiente). 

Demos una difinición formal del proceso de difusión. Para esto 
nos será cómodo introducir las siguientes designaciones: 


Jn para In1<e 
Me=10 para In |> e. 

Al proceso aleatorio de Márkov E (1) se le llama proceso de difu- 
sión, si para cualquier e > 0, los incrementos AE (1) satisfacen las 
condiciones 
P {| A$ (0 1> e 15() = x} = o (A9, 

M ((4E (D)e |E (9 ) = a (t, x) At + o (Af), 

M ((858 (0 1E (9 = x} = o (t, x) At + o (Af), 
donde la magnitud o (A4) tiene el mismo sentido que en las condicio- 
nes (8.26). 

Señalemos, que si se tienen en cuenta no las magnitudes (AE (0) 
«cortadas hasta e», sino los propios incrementos AE (1), entonces de 
las relaciones (8.26) se deduce inmediatamente que 


M (48 (0 |E (9 = x} = a (t, x) At -+ o (Af) 


(8.27) 


1) Con respecto a esta cuestión véase por ejemplo, el libro de (A. Ya. Jin- 
chin, «Leyes asimplóticas de la teoria de probabilidades»). 


16% 
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x 
M (A (0 |5 (9) = x} = o (t, x) At + o (Af. 

Para pasar a las magnitudes «cortadas» (AẸ (1), que figuran en las 
condiciones (8.27), tenemos que demostrar algunas proposiciones 
auxiliares. 

Más adelante se tratará de las distribuciones condicionales de 
probabilidades y de las esperanzas matemáticas para los valores 
fijados E (0 = x. 

Examinemos la magnitud y = a (f, x) At + o (f, x) An (f), donde 
Am (0) es el incremento del movimiento browniano correspondiente 
durante el tiempo Aż. La densidad de probabilidad de esta magnitud 

=A e-0-09/20 i = 
es p(y) Vi , donde para abreviar suponemos a 
= a(t, 9 Al y o = o° (t, x) At. Evidentemente, 


Min-na = | votdy= 
lvbe 


“a | eee de=o (An) 


tl 

uniformemente según £ y x para | a (t, x) | < C, C, S 0 (t, x) < Co. 
Aquí nos interesa la magnitud AE (/), para la cual 

MIAR () — nl? = o (49. 
De la desigualdad || AE () — ne II < 11 A§ — n 114 ln — ne I| ob- 
tenemos también que 

M [AF (1) — ne? = o (A9). 
Ya que |AẸ (f) |? < 21l nef? + 145 (9 — ne I°], entonces 

xa IAE (9 P < 2A xas? + 145 (9 — ne Pl, 

donde xa = 1, al aparecer el suceso A, en caso contrario %4 


o. 
Para el suceso A = (| AE ()|>2e) que entra en el suceso B = 
= {| A$ () — ne |> 8) tenemos 


M [xa AE (HP < 2 [°P (4) + M [AẸ (f) — nel?) 


> 
P(4)<P (B) <-i MIAE()—nel. 
Como resultado obtenemos 


Mza AE (0% = M IAE (1) — (AE (Dael? < 
< AMIAR (0) — mel! = o (A9) 
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para cualquier e> 0. Ahora ya es fácil deducir que 
P {1AE (D) [> 2} < qir M IAE (0 — (AE (0)? = 0 (40), 

| MAE(() — M (AE (Ps |< M TAE (0) — (AE (Dael? = 0 (A2) 
y, ya que 1145 (9 IP = oè (2, x) At + o (Af, 
LM (AE (9) — M (AE (Ojo 1 = 11 AE (9 1? — I (AE (Des IP < 

< 2 11.48 (9 I-I (AE (9) — (AE (D)e Il = 0 (A. 

de dende. si sustituimos 2e por e, se deducen directamente las condicio- 
nes (8.27). 

2. Ecuaciones diferenciales de Kolmogórov. Examinemos el pro- 
ceso aleatorio de Márkov E (f). Consideraremos que para cualesquiera 
s< t con la condición de que E (s) = x, la magnitud aleatoria E (f) 
tiene la densidad condicional de probabilidad p (s, x, t, y), — < 
< y < oo, de modo que en el tiempo desde s hasta ż, el proceso pasa del 
estado x a un estado determinado y, y' < y < y”, con la probabilidad 


Y 
PEOS IEO =)= | pls, x, t dy. 
+ 


De hecho p (s, x, 1, y) nos da la densidad condicional de probabili- 
dad de la magnitud E (1) para cualquier condición sobre la magnitud 
E (u), u < s, incluyendo en sí E (s) = x, ya qu para el proceso aleato- 
rio de Márkov, la magnitud E (£) no depende de E (u), u < s, para el 
estado conocido E (s) = x. 

Demostremos que la densidad de paso de la 
probabilidad p(s, x, f, y) satisfase la llamada ecuación 
de Kolmogórov-Chapman: 

p(s, xt y= fi P(S, x, u, 2) p (u, 2, t, y) dz (8.28) 
para cualesquiera s < u < t. 

En efecto, para las condiciones E (s) = x, E (u) = z, la magnitud 
E (1) no depende de x y tiene una densidad condicional de probabilidad, 
igual a p (u, z, t, y); examinando la distribución de probabilidades 
de las magnitudes E (u) y E (f) para el valor fijado E (s) = x, hallamos 
que 


P (S, x, u, 2) p (u, Z, t, y), —o<z, y < o, 

es la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes E (u), 
E (1); integrando esta densidad conjunta por z, —co < z < œ, obte- 
1) Análogamente, para cual LaL... <in p (s x, f y) X 


< œ, es la 
E) + 
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nemos la densidad de probabilidad p (s, x, £, y) de la magnitud E (0) 
(para el valor fijado E (s) = x). 

ea E (f) un proceso de difusión. Evidentemente las condiciones 
(8.27) se pueden expresar directamente por su densidad de paso p (s, x, 
t, y) del modo siguiente: 


| PU x, £4 At, y) dy=0 (40), 


Iy i>e 
f (y—x) p(t, x, LEAL, y)dy=a(t, x) At+o(At), (8.29) 
Iy-x Se 
(y— x} p(t, x, t+ At, y)dy=b(t, x) At +0 (4f), 
Iv-x ise 


donde, recordamos una vez mås que o (A/) significa una magnitud infi- 
nitamente pequeña de orden superior en relación a A£—» O, uniforme- 
mente según t en cada intervalo limitado ft < t< f y b(t, x) = 
= 0% (f, 2). 

Teorema 2. Supongamos que la densidad de paso de la probabi- 
lidad p(s, x,t, y) tiene las derivadas continuas 22, 22 y De 
uniformemente continuas según y en cada intervalo limitada y'< y< 
<y". Entonces ésta satisface a la ecuación diferencial 


Z nal, to. (8.30) 


Demostración. Tomemos una función continua arbitraria 
q (x), que sea igual a cero fuera de un intervalo finita y supongamos que 


a(s x)= f PU) Pp (5 xt, y dy. 


De la ecuación de Kolmogórov—Chapman se deduce que para 
cualesquiera 4 <s<u <t 


o(s x)= f ou) f p(s, x, u, z) p (u, z, t, y)dy= 


= j pu, 2)p (S, x, u, 2) dz. 


Evidentemente, la función (5,2) tiene las derivadas conti- 
nuas $2, 32 y ÕE. Desarrollemos la función p(u, 2) en los alre- 


dedores del punto x (para el valor fijado u) según la fórmula de 
Taylor 


glo Jota y= EEA 94 [00D 4 0169 e—a 
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donde 


Pola.) Pela 
ha sp 7a Taa >o 
para £>0. De las relaciones (8.29) obtenemos 


g(s, x)— p (u, x)= i [9 (u, 2) (u, x)] p ($, x, u, 2) dz = 


= | lpt a—elu p(s, x 4,2) d+ 


1z-ž |se 
+ou—)= hd f (e—x)pls x um z dz+ 
La-x Se 
troe] f epa 
la-x ise 
+o(u—)= (a+ 0[5240(69]) 90u) 
donde 0(8,)>0 para e >0, de donde se ve que 
ne e, 


ue. 


y, de tal modo, 
a AE 


Teniendo en cuenta la defi ¡ón de la función q (s, x), esta ecua- 
ción se puede escribir de la siguiente forma: 


Î eo% +als, 3) 2 R+ 7 b(5052)]dy= 0, 


donde, recordemos y (y) es una función continua arbitraria, igual a cero 
Auera ael intervalo finito y, por consiguiente, se deberá cumplir la 
igualda 


ô} 0 1 2? 
Ital A 


El teorema queda demostrado. 

Señalemos que la densidad de paso de la probabilidad p (s, x, f, y) 
coincide con la tal llamada solución fundamental de la ecuación 
(8.30), que se determina por la misma condición que para cualquier 
función continua limitada y (x) 


AS x, t, ydy=9(0. 
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Teorema 3. Supongamos que se tienen las derivadas continuas 
a 
Lot ni 9 Lal pls n t O et l 


Entonces la densidad de paso p (s, x, t, y) satisface a la ecuación dife- 

rencial 

9) E 12 

F= y ehas MA Gr els xt (831) 
Demostración. Exactamente igual que en la demostración 

del teorema 2, se puede obtener fácil mente, que para cualquier función 

+ (x) dos veces diferenciable continuamente, que sea igual a cero fuera 

de un intervalo finito, existe el límite 


lim r| | 06. t+ At, 9dy—9(9]= 


=a(t, x)" CESTI x)" (x). 
Tenemos 


e 
E 


Sr f Pt )9Wdy= 


Sim [| otras owd | 06 0004]- 


= È p(5,x,t,2) lim 4 [ | p(5,2,1+444 9 0(0dy—0(0) | d= 
AN Atso AL q 


= | 0423 [at ag (94302390) ]az. 
Integrando por partes la última expresión, obtenemos 


ES { pis, x, f p (0) dy = ĵ [F>»0.x.110]uw4w= 


= f (¿lar 91+ 100 pls, ta] joda, 


de donde, se deduce la igualdad (8.31) debido a la arbitrariedad de la 
función q (y). El teorema queda demostrado. 

La ecuación (8.30) se llama inversa, y la ecuación (8.31) es la ecua- 
ción directa de Kolmogórov. 
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El método de las ecuaciones diferenciales descrito anteriormente 
es utilizable al examinar, no sólo, la densidad de probabilidad 
p (s, x, t y) de la magnitud E (1), sino también para otras magnitudes 
aleatorias, ligadas con el comportamiento del proceso de difusión. 

Examinemos, por ejemplo, el momento t de la primera salida del 
proceso aleatorio E (f), £ > to del intervalo (c,, c2) (consideramos, 
que la trayectoria E = Ẹ (1) del proceso de difusiónesuna función con- 
tinua y por eso la magnitud t es el momento en que por primera vez esta 
trayectoria alcanza los valores x = €, 0 X = €). 

Designemos por P,, , (4) la probabilidad del suceso A y por Ma, sM» 
la esperanza matemática de la magnitud aleatoria y en condiciones que 
E (s) = x. Según la suposición, para el proceso de difusión E = E (0) 


tenemos 
Pax (15 (s + As) — x |>e) = 0(4s) (8.32) 


uniformemente por s en cada intervalo finito (cualquiera que sea el 
número fijado e > 0), de donde se deduce que para la condición E (s) = 
= x, la probabilidad de encontrarse durante el intervalo de tiempo de 
sas-+ Asen un determinado po y, |y — x |> e, es la magnitud 
o (As) de un orden infinitesimal superior del mismo tipo que en la re- 
lación (8.32); por consiguiente, también 
Pa, z {T <s + As} = o (As) (8.33) 
uniformemente por s en cada intervalo finito. 
Supongamos que para la condición E (s) = x la magnitud aleatoria 
z tiene la densidad de probabilidad pa, (f). Examinemos la función 


z a ñ 
u(s, x)=Ma, ¿exp { fU(9ar) = | exp {$ | U (u) du} pa, «(£) de, 
[juva) Teo (juca) ms 
donde la función continua U(t) tiene una parte real ReU (1) <0 
z 
de modo que exp {È U (f)dt} es una magnitud limitada. Para 


U (t)=iñt tenemos, por ejemlo, 
u(s x)= | epu (f)at 

(donde ps, « (1) = O para £< s), es decir, u (s, x) nos da la función 
característica de la magnitud q en el punto A, —oo < À < o0. 

Para cualquier magnitud limitada n, evidentemente, 
M, x0 =M n «(1 17>s+As)P {t> s+ As} + 

+M anz Its âs}P {t< s+ As} = 

s, x {n | T> s + As} P {t> s + As} + o (As), 
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donde o (As) es una magnitud del mismo tipo que en la relación 
(8.33). Tenemos 


Mex fep Juwar>s+85) ES 
Ma. {M [eo fuwaj>s+4s, E(6+49)=5n]|1>s+4s) = 


As T 
=Ma. fexp[ $ U (£) dé] Masas, nexp [ y vwar)) y 
. ets 


ya que las relaciones t> s+ As, E(s + As) = y representan en 
sí las condiciones sobre el comportamiento de la trayectoria E (f), 
t< s + As, y para el proceso de Márkov E = E (f) pueden ser sustitui- 
das (como fue hecho anteriormente) sencillamente por la condición 
E (s + As) = n. Teniendo en cuenta que 


stas 
exp[ | Uat] =14+U(9As+0(85) = gyar t A) 
obtenemos 
uls, x) =Ma, s {ropra t+ As, E (s+ AD} +o (As), 
o bien, 


| ue(s-+ As, )— uls, al p(s, x, s+ As, y) dy + 
j +U (s)u (s, x) As+0 (4s) = 0, 
lo pue para el proceso de difusión es equivalente a la relación 
lu (s+ As, y)—u (s, x)] p ($, X, S+ As, y)dy + 
Lu-x Ise 
+U (s)u(s, x) As+0(As)=0. 
Supongamos ahora, que la función u(s, x) tiene las derivadas 


continuas ES EY EN Entonces, igualmente que al deducir la 
ecuación diferencial (8.30), obtenemos 


Ou (s, x) ĝu (s, x) 1 ĝu (s, x) 
i Miia aaia 4 E +0(8) 4] x 
A 


X p(s, x, s+ As, y)dy +U (s) u (s, x) As4-0(As)= 
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hoi, 1) ZEA (14-0(0)+U(5)u(s, x)] As+0(45)=0, 


donde 0(8)>0 para IR de donde se ve que la función u (s, x) 
satisface a la ecuación diferencial 


ds 9% 
a o + Un =0. (8.34) 


Adémas de esto, es evidente que para x = €, y x = cz (cuando t = 
= s), según la definición de la función u (s, x) tenemos 


u (s, c) = u (S, 0) = 1. 


CAPITULO IV 


ALGUNAS TAREAS DE 
PRONOSTICACIÓN, FILTRADO. 
Y REGULACIÓN DE LOS 
PROCESOS ALEATORIOS 


$ 1. TAREA GENERAL SOBRE 
LA APROXIMACION OPTIMA, 
EJEMPLOS 


La mayoría de las tareas de pronosticación, filtrado y regulación 
de los procesos aleatorios descansan sobre la base del problema funda- 
mental de hallar una valuación suficientemente buena de una deter- 
minada magnitud desconocida E según los valores existentes y (1) de un 
determinado proceso aleatorio, en tal o cual intervalo de tiempo 
a < t < b; conello corrientemente E = E (1) es el valor enel momento 
variable de tiempo £ (o relacionado al futuro) de otro proceso aleatorio, 
ligado de alguna forma con el proceso «observado» y (f), a < t < b. 

El problema más sencillo de tal género fue examinado por 
nosotros ya en el $ 4 del cap. I, cuando tratamos la aproximación 
óptima de la magnitud E por combinaciones lineales de la forma 


» 
r aw donde m, k=l, ..., n son determinadas magnitudes 
i 
dadas. Precisamente se exigía hallar la magnitud É= X) chn, de tal 
2 
modo que 
a 
116611 = minl|i— 3 cw ll (1) 
A a 
Como se indicó, si introducimos el espacio lineal H de (n+1) 


dimensiones de todas las magnitudes =Š Caa (donde m=ÉE y 
Cos »» +» Cn son coeficientes reales arbitrarios) con el producto escalar 
nis 12) = M (192) (1.2) 

y con la distancia correspondiente 
lm — m ll = V Mm 137 (1.3) 
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entonces la magnitud Ê = ) ¿ma que satisface a la condición (1.1) 
significa geométricamente la base de la perpendicular bajada desde 


el punto E € H al subespacio L de todas las magnitudes y = 2) cama 


y se determina, unívocamente, por la condición de ortogonalidad de la 
diferencia E — É hacia el subespacio L 


E—Em=0,nEL, (1.4) 


esto es equivalente al siguiente sistema lineal de ecuaciones con rela- 
ción a ch ... Ch 


p 
2 Cm 1) = È, 1), 

j=l, ...,n (1.5) 

Examinemos la tarea general sobre la aproximación de una magni- 

tud E por las magnitudes y de un conjunto L determinado, que es como 

se dice, el hiperplano, y que significa lo siguiente: para cualquier ele- 

mento vo EL el conjunto de magnitudes A = n — No, 1 E L forma 

un espacio lineal, o sea, contiene junto con cualquier A,, Az también 

su combinación lineal c,A, + cA, (donde c,, cs son coeficientes reales 
arbitrarios). 

La magnitud É € L la denominamos aproximación óptima de E, si 


116511 =mín 18—n1l- (1.6) 
nat 


Lema sobre la perpendicular. La condición (1.6) es equivalente 

a lo siguiente: 
(E—É, n — Ë) = 0 para todos los y € L. (1.7) 

Antes de demostrar esta afirmación, demos a la relación (1.7) una 
interpretación geométrica sencilla. Si designamos, precisamente, por 
L el espacio lineal de todos los elementos y — E, y € L, entonces la 
relación (1.7) significará que el producto escalar de los elementos 
E— Ê y A = n —E será igual a cero para todos los A E L, en otras 
palabras, la diferencia E —Ees perpendicular al subespacio 
L (tig. 24). 

La magnitud É se llama proyección de la magnitud E en el hiperpla- 
no L y la diferencia E — Ẹ, perpendicular (desde el punto E). 

Señalemos también que en el caso cuando el hiperplano L por sí 
mismo es un espacio lineal (L = L), la condición (1.7) es equivalente 
a la condición (1.4). 
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Demostración del lema. Supongamos que Ẹ € L es la 
aproximación óptima de E. Evidentemente, 


NE—ÉN= min 1E—É£—A ll, 


donde el minimo se toma por todas las diferencias A = 9 — É, n € L- 
Pero el conjunto de tales diferencias forma el espacio lineal Ê y en 
particular, en L se contiene junto con el elemento A el elemento AA, 
donde A es un número real. Fijando cual- 
quier valor A + 0 y suponiendo que 
A = 166 IP, B = 6-8, 
A) C=NA 11? 


tendremos 
min |] ¿AP = min x 
X (4° -+ 2B +C?) = A?, 
Fig. 24. Se ve que el minimo de la forma 


cuadrática A* 4- 28% +- AC? se alcanza 
cuando A = 0 y, por consiguiente, el coeficiente B es igual a cero, 
es decir, se cumple la condición (1.7). A su vez, si está cumplida 
esta condición, entonces para cualquier magnitud n € L se tiene 


1E—=0 112 = 116 $ — (1 — É) e = 11E—É 11? +2(6— 
A E eS EEN, 


de donde se ve, que Ê es la aproximación óptima de la magnitud E. 
El lema queda demostrado. 


Señalemos, que sólo existe la magnitud única Y € L, que satisface la 
condición (1.7) (es decir, también la condición (1.6). 
En efecto, si E,, Éz satisfacen las relaciones 
GE, n—0=0, (E— En n— ti) =0 
para todos los y € L, entonces, en particular 
(E—ÉEn Ea —É1) =0, (E—Én Es —É1) = 0, 
y tomando la diferencia de estas expresiones, obtenemos 
Il Êz — És II = 0, es decir, z = E. 


Anteriormente hemos recordado como hallar la aproximación óp- 


tima (lineal) de la magnitud E con las combinaciones lineales $) cama 
Es 
de ciertas magnitudes dadas, na, Æ = 1, . ..., n (véase (1.1) — (1.5). 
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¿Existe la aproximación óptima absoluta È = @o (Mp >.» Ma) 
ue satisfaga la condición (1.6) en la cual se toma el mínimo por t o- 
as las magnitudes posibles n= ge Mh), 

que son funciones de los valores dados My, + « ++ a ? 


Teorema. La aproximación óptima absoluta de la magnitud E por las 
magnitudes de la forma y = Ẹ (Mı, - - - Mn) se da por la fórmula 


=M (E [no +++ Mm), (1.8) 


donde M (Ẹ | m1, - - -» mu) significa la esperanza matemática condicional 
de la magnitud E para los valores fijados My, . >», Mn: 
Demostración. Evidentemente, el conjunto L 
de todas las magnitudes de la forma y =P (n, ++.» M5) para los 
cuales || 7 ||? = Mn? < oo es un espacio lineal. Ya que MẸ? < oo, 
entonces a este espacio le pertenece también la magnitud E indicada 


en (1.8), que es una función determinada de los valores y, .. +, Mn? 
i E= Qo (Mo +e 1) EL, 
È = [M (Eo ++ P < M È Jo +++ a), 
MP S MIM GE [no -o a)l = MẸ < o0. 
Para la demostración de que la magnitud E = po (M» > u Mp) 


da la aproximación óptima absoluta, es suficiente comprobar la condi- 
ción correspondiente (1.7) que en nuestro caso significa que 


MIG — Ep (Mo > > ++ a)l = 0 
para cualquier magnitud q (i, - + +, Mn) E L. Sin embargo, para los 
valores fijados Y,, - - -, Nn 
MIE — Êe (Mo +++ M) lio + mi = e 
=P (Mo +++ Ma) [M (E dp ++ Ma) — El = 0, 

y por consiguiente, 
M {6 — p (M ++ ++ h) ) = 

= M {MIÈ — Ê)- p (M -+ -r Ma) [is + +++ Mal} = 0. 


El teorema queda demostrado. 

Ejemplo (tarea sobre un complejo de aparatos). Imaginémonos que 
existen n aparatos destinados a la medición de una magnitud desconoci- 
da a, con ello cada aparato admite (en dependencia del caso) un error 
en las mediciones indicando correspondientemente Xi = a + An 
en lugar del valor verdadero a (k = Ô, . . -, n— 1). Surge la tarea 
de «unir» estos n aparatos en un complejo de tal forma que las indicacio- 
ne del «aparato en complejo» X =a + A den el error mínimo: 

Il = mín. 
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Está claro, que durante la elaboración de los errores de medición 
Aw : +» An al principio es necesario excluir la propia magnitud a 
desconocida de los datos existentes Xy, Xn- Para esto se puede 
pasar a las diferencias 


X:—Xo=A4—A0=E51k=1,... n—1, 


intentando luego hallar la áproximación óptima para el error descono- 


cido Ao (= Eo) por las magnitudes conocidas Es, . . ., n-i- 
Teniendo tal aproximación óptima 
= Po (Ër + a Ena) = Po (Xy — Xor > +09 Xn-t — Xo), 


se puede realizar «el aparato en complejo» del siguiente modo: 
X = Xo — Po (Xy — Xor 2009 Xn- — Xo) 
en el cual el error A = X — a será 
A = Ao — Po (Es + + 01 En-a) 
Es natural considerar que los errores Ao, Ay, . . -, Any de los dis- 
tintos aparatos son magnitudes aleatorias independientes. 
Supondremos que éstas tienen una misma distribución de probabilida- 


des (con el valor medio nulo). Entonces la matriz de correlación (Ray) 
de las magnitudes Eo, Er, - + ., En-, tiene Ja forma siguiente: 


De las ecuaciones (1.5) obtenemos que la aproximación lineal ópti- 
ma es 


sen 
-13 a= 1 Xo—Xal, 


hat hat 


y el error correspondiente del «aparato en complejo» será 
n-i n 
A=0)—1 3 A= Y Aro 
ht ht 
El “aparato en complejo” se realiza del modo siguientez 
n 
1 
X= Y Xi 
hat 


Supongamos ahora que el error de cada aparato por separado tiene 
una distribución uniforme de probabilidades (en un segmento [—d, dl). 
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Hallemos la aproximación óptima absoluta 


Po (Es - - -» En-) = M (Ao | Es -. > En-a). 


La densidad conjunta de probabilidad para las magnitudes inicia- 
les Ao, es 


Gay Para ¿<< d, k=0, y nl, 
O en caso contrario. 


Por consiguiente, la densidad conjunta de probabilidad para las mag- 
nitudes Ep En-1, ligadas con A; ; An- por la transforma- 
ción En = E = Ar — o, k= 1, n— 1, será 


laz Para a< x< p, 

l 0 en caso contrario, 
ki Ai a dy 0), 
B= miníd, E d—%-) 


ya que el jacobiano de la transformación indicada es igual a 1, y la 
desigualdad œ < xy < f significa exactamente que los valores corres- 
pondientes Yo, - - -, Yn-, Se encuentran entre los límites —d < y, < 
z 1. Luego, la densidad de probabilidad de las 
a Ens €S 


Pasos «+ Ans (Yor ~uma] 


Pio, o-s èni (Xos +11 Xna) = 


donde 


Pins coat o seen En) = È Peatus «+ tamt (Lor Xar ++ +s Xni) dto = 


a para a<f, 
0 para a>B 


de modo que para Pla densidad condicional de probabilidad 
Pro(žol Xi» + ==» Xn-1) obtenemos la expresión 


r= para a<ĝ 


© para a>B. 
La función buscada Qo (ži, ---» Xn-4) €s 


Pro (Xol Xp ++: Xn-1) 


Qoli + Xni) = | apro +++ 2) do ate. 


No es dificil ver que el «aparato en complejo» óptimo se realiza del 
modo siguiente: 
X= A . 


1701104 
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donde X, y X * significan los valores minimo y máximo en las indica- 
ciones de diferentes aparatos Xo, . . ., Xn-ı (X es la semisuma de los 
valores extremos). 3 

En efecto, como se ve fácilmente, 


a=—d—(X.— X) B=d—(X*—X) 


y 

A O A 
donde 
A TA Xand 


Es interesante comparar los errores correspondientes 


a-1:3 ar | y ò= zatan 


para las aproximaciones óptimas lineales y absolutas; aquí 


A, = min (Ap -+., An), A * = måx (Ar -... Ap). 
Suponiendo para concretar que d = 1/2, tenemos 
1 


Luego, ya que 
A= ^n A*=Ay para A< A< Ay (£=0, ... n—1) 


entonces 


=} M(A, +A 


1 4/2 1/2 Y, Y 
=} J [$ utaf fama 
hp 1 Y A $ 
Ena 
Jl uiy y j 
=}a(n—)) f f f f otu dw ... dyi = opna 
—1/2 yo vo v 


Vemos que para valores grandes de n la aproximación óptima abso- 
luta en nuestro caso tiene más preponderancia que la aproximación 
óptima lineal. 
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$. 2 PRONOSTICACION 
Y FILTRADO 
DE LOS PROCESOS 
ALEATORIOS 
ESTACIONARIOS 


1. Tarea de pronosticación lineal. Sea E (f) un proceso aleatorio 
estacionario real en un ámplio sentido que admite su representación 
espectral 


t= f edom (2.1) 


con la densidad espectral f(2). Designemos por Hi, y el conjunto 
de todas las magnitudes 


n= f 90400), (22) 


donde (A) entra en el espacio correspondiente Liu, n (f) de 
todas las funciones p(A), $ 19 (AJP F(A) dà, que bien tienen la forma 


eM)= 2 caera 


(donde cy, ... ., Ca son coeficientes reales y li, ....., fa < 1), o bien 
son los límites de las funciones de tal forma (en otras palabras, Ho, y 
es el espacio de las magnitudes, que bien son combinaciones. lineales 


m = Y 018 (ta) de los valores del proceso estacionario examinado en los 
Ši 


momentos f - . . fn < £, o bien son los límites en la media cuadrática 
de tales combinaciones lineales — véase el punto 2 del $ 7). 

La tarea de pronosticación lineal consiste en hallar la aproximación 
óptima del valor «futuro» E(£-+ 1), t> 0, según las magnitudes 
ME Mino y 

Demos la solución de esta tarea en el caso en que la densidad espec- 
tral es una función racional de A y es representable en la forma 


ID=, —o<i<o, (2.3) 


(forma general de la densidad espectral racional) donde los polinomios 
P (2) y Q (2) tienen coeficientes reales, todas sus raíces se hallan en el 
semiplano izquierdo Rez< 0 de la variable compleja z y el 


179 
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polinomio Q (2) no tiene raíces múltiples: 
Q (D) = qo (241) - -- (2—4qn)- (2.4) 

Supongamos de momento, que £ = 0. Abreviemos nuestras desig- 
naciones poniendo Ho = Hw, 0) Y Lo= L çw, o) (f). Buscaremos la 


función qo (iA) € Lo, con ayuda de la cual la aproximación’ óptima É 
para el valor futuro E (t) puede ser dada como 


£ f Po (ià) dO (A). (2.5) 


La condición general (1.7) 

(E()—En)=0, nel, (2.6) 
que determina univocamente la aproximación óptima É, en nuestro 
caso es equivalente a la condición 

(El) — E, E(N) =0 parat <0 (2.7) 
ya que de la igualdad (2.7) se deduce la igualdad (2.6) para todas las 
combinaciones lineales posibles n = Y cab (14), de las cuales se puede 
pasar a las magnitudes arbitrarias y € L por un paso límite. 

La condición significa analíticamente (2.7) que 
Ji BiM fent — o (iA)1F(A)dA=0 para 1<0, (2.8) 


es decir, que la transformación de Fourier de la función 
y A) = [e — po (A)1 F (A) (2.9) 


se convierte en cero'en el semieje negativo t < 0. 

Con objeto de hallar la función «o (ñ) de la condición (2.8) nos 
hacen falta las siguientes proposiciones. 

Lema 1. Si la función y (À) es analítica en el semiplano superior de 
la variable compleja Im % > 0 y decrece allí para à— co de modo que 
IPA) ISCIA |e, donde e> 0, entonces 


$ ¿Mp (A) dh=0 para <0 (2.10) 


Demostración. Para la función analítica ep (A), £ < 0, 
en el semiplano superior, la integral Getxp (2) dà por el contorno 


limitado con el segmento [—R, R] del eje real y con la semicircunferen- 
“cia T de radio R (fig. 25), según el teorema de Cauchy es igual a cero. 
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Evidentemente, para R —> co 
[fema] máx 1909 laR<CI RI*>0, 


y por esto para cualquier ¿<0 
pa R 
=hí = eñsp (A) 4) =0, 
jerma Jos | aema lmg itp (A) dA 
que es lo que se exigía demostrar. 


Lema 2. La función racional 
a1 


D, ar (A 
ja 
q) + 2.11) 
en la que todas las raíces del denominador, o sea, del polinomio P (2), de 


grado m, descansan en el semiplano izquierdo de la variable compleja 
Rez < O, representable en la forma 


nm—t a 
pwü= Y A A (2.12) 
1] 


donde c(t) es una función integrable. 


nat 
Demostración. Designemos por > Cn (1A)" polinomio que 


se obtiene de la división “de 2 a (ih)" por P(id) y sea P,(2) el 


resto correspondiente. Después, el quebrado P, (iA)/P (i) se puede 
representar como una combinación lineal de “fracciones ordinarias” de 
la forma 1/(12—p)* donde p =a + iĝ, 
a<O0, es la raíz del polinomio 
P (2), e rado Æ no supera la 
multiplicidad de esta raiz. Ya que 


Pon a 
| a, 


se ve fácilmente, que cualquier 2 
combinación lineal de expresiones mS. 
de la forma 1/(i—p)" puede ser representada por la integral 


R 


e-e (f)dt en la cual c(t) es una combinación lineal de las fun- 


ciones correspondientes de la forma 
— è ght 
Gi 0<t< o. 
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El lema queda demostrado. 

Buscaremos una función «po (i) en forma de la expresión (2.11) 
determinando los coeficientes ax, k = 0, .. .. n—1 de modo que la 
función y (à), ligada con po (12) por la igualdad (2.9) sea analítica en 
el semiplano superior de la variable compleja Im A > 0. 


Debido a que la densidad espectral [(2)=| == tiene de 
polos en el semiplano superior las raices —iqus «..,, —iqn del 
polinomio Q (ià), entonces la función 

nl 
py — dy 
e e Eo Piihi 
a QUA QA 
para cualesquiera coeficientes aa, k = O, . . ., n, será analítica en el 
semiplano superior excluyendo puede ser los polos simples en los puntos 
= —iqi, + + «» —iqn. Si determinamos los coeficientes ap, k = 0, ... 


» del sistema de ecuaciones diferenciales 


F 
g ai= Ph j=l, 2.13) 


que, para los diferentes qy, 
cero 


qn, tiene un determinante distinto de 


La di qu 
¡A 
1 gn gà qe 


entonces la función correspondiente y (A) será analítica en el semiplano 
superior. Ya que |y (A) | decrece para |^ |-> oo como |A | -nem-1 
entonces según el lema 1 la transformación de Fourier de la función 
3p (A) se convierte en cero en el semieje negativo t < 0. 

videntemente, la función po (ñ) determinada por la igualdad 


(2.11) satisface la condición $ | Po (i) PF (à) dà < co. Según el 


lema 2, esta función está representada por la fórmula (2.12) de la cual 
se ve directamente, que po (i) pertenece al espacio Ly. 
En efecto, la densidad espectral f (à) decrece para |A |» œ conio 
12 | -n-m y las funciones determinadas sucesivamente por el paso 
limite 
AIHA) giht 
h 


00) = lim (a en S(t en, k=0, nm, 
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todas pertenecen a Ly, cuando £< 0 (para £= 0 tenemos y (4) = 
= (ik, k= 0, .... n— m — 1); también pertenecen al espacio 
Lo las funciones del tipo 


> o 
«Jens Wdt= $ e™e(— hdt, 
donde la función c (1) es continua e integrable absolutamente, en la 
semirecta 0 < í< oo (véase el punto 2 del $ 7). 
Así, pues, hemos hallado que la función po (iA) € Lo satisface la con- 
dición (2.8) y, por consiguiente, la aproximación Óptima para el valor 
E (1) con las magnitudes y € Lo es 


a-mi o 
f otido = Y aro į c{(—~s)Ẹ (s) ds. 
o k=0 J% 


Se comprueba fácilmente que 


$ mms f 
E) - $ Pdo) D ah | et~ sEl)ds (2-14) 
A Ko a 


esla aproxi maciónóptima del futuro valor E (£ + 1) con las magnitudes 
y EH (0, y. En resumen hemos obtenido el siguiente resultado. 


Teorema 1. La aproximación óptima E (t + 1) con las magnitudes 
n € Hizo, y se da por la fórmula (2.14) en la cual la función qo (ià) 
está determinada por la igualdad (2.11) 


donde los coeficientes ao, --..--« an-s 
satisfacen al sistema de ecuaciones line- ¿q | PP Pg 
ales (2.13). í 


kazi Fig. 26. 
óptimo del proceso aleatorio est 


nario E (1), —œ < t < œ, en el tiempo anterior t para el futuro 
puede realizarse por el sistema lineal con la función de transmisión 


tae 


2. Filtrado lineal (valuación del valor medio). Examinemos el 
proceso aleatorio E — Ẹ (1) de la forma 


E(0 =0(0) + Alh), (2.15) 


donde 0 — 0 (1) es una función de £ (gue en adelante se llama « señal ») 
y A = A (£) es un proceso aleatorio con un valor medio nulo MA (1) = 
— O (llamado en adelante «ruido aleatorio»). Examinemos la tarea sobre 
la separación de la señal Ð — 0 (£) sobre el fondo del ruido aleatorio 
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A = A (f), más exactamente, la tarea sobre la valuación de la función 
0 - 0(£ según la trayectoria correspondiente del proceso aleatorio 
E(N =0(0) + A(D, £ET, en un segmento T, considerando que las 
señales posibles 0 = 0 (2) tienen la forma 


0()= Y 204 (1), (2.16) 
7 
donde 0, (1), . . .. Om (£) son ciertas funciones dadas lineal mente inde- 


pendientes, y los coeficientes œ, . . ., Œm pueden tomar cualesquiera 
valores reales. 

Para la solución de esta tarea valuemos los coeficientes desconocidos 
- >is %m en la expresión (2.16). 
Designemos por # (T) el conjunto de todas las combinaciones line- 


ales y = Y cag (14) y sus límites medios cuadráticos 
q 


A 


(n = Li.m. J ca (f), donde t € T. 


Denominemos a las magnitudes n, . .., m € H (T) valuaciones 
no desplazadas linealmente de los coeficientes æ, . . ., cm si los valores 
medios Mma, k= 1, ..., m, para cualesquiera valores posibles 
Up + >, Cm satisfacen la condición 


Mi = an k=1l.... m (2.17) 


Ejemplo (valuación de los cuadrados minimos). 

Supongamos que la función desconocida 9 = 0 (1) y la función ale- 
aloria E = E (f) considerada son integrables en el cuadrado sobre el 
segmento T = [a, b]. Para tales funciones cualesquiera x, = x (() 
y Xa = xa (0) pongamos 


e 
(o x)= | xa (YN dt. 


Según la trayectoria existente E (1), a < £ < b, determinemos las 
magnitudes nı, ..., Mm de la condición 


, . è A 
a 2 
S6 (0-2 nanju min $ [$03 nno] a 


londe el número mínimo se toma por todos los valores reales posibles 
hs ++ +1 Ym- Se trata del mínimo de la forma cuadrática no negativa 


RW +++ Ym) =( E)—2 È aa (OE) +, 2, 910481) 
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de las variables (Ya, + . - » Ym). Este minimo se alcanza en el punto 
(Mis + +» Mm) en el cual 


le à 
gr Ro ++. 19) =—2 [(04,8)+ 3 mOn 69] =0, k=l,- m, 
lo que nos da el sistema de ecuaciones lineales con relación a Ny, - + -, Mm 


E, M0, 0) =E, Om), k=l, n m. (2.18) 


Para las funciones linealmente independientes 6, (f), - - +, Om (0, 
la matriz D = (04, 0,)) de los coeficientes 


» 
(00) = ROLA, k j=l, a m, 


del sistema de ecuaciones (2.18) es no degenerado y la solución de este 
sistema es 


m 
m= 2 010% E, k=l, o m, (2.19) 


donde or; son los elementos de la matriz {d»;} inversa nos da la 
matriz D. 


b 
Para cualquier función 0;(t) la integral (Oj, a-f O (DEl) de es 


el limite medio cuadrático de las sumas iea correspondientes, 
que representan en sí las combinaciones lineales de la forma 


Y cu (t,). Por consiguiente, todas las magnitudes (0, E) en la 


expresión (2.19) y junto con ellas, también las magnitudes my, ... 
+», Mm entran en el espacio lineal H (T). 
Además de esto, ya que el valor medio MẸ(/) es 0(1)= 


-3 10 (f), tenemos que 


è è 
M (8n E)=M | 0 (DEM de= | 9,(0 IMEG de= 


è 
= | 0,(0)0(1)4t=0, 0), 


y se ve que los valores medios 


m 
Mm= 2 0r3(8), 0), k=1,....m, 
A 
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se obtienen de la fórmula (2.19) sustituyendo la función E — (f 
por la función @ = 8 (1). Por consiguiente, estos valores dan el punto 
del mínimo de la expresión 


» n ” 
ffow—>3 AA ofa y. ya que para 0() =D] ada (f) 
E ña a 
el mínimo igual a cero, se alcanza para ya = an k= 1,- m, 


de aquí deducimos que 
Mh =a k=l, n m. 


De tal modo, las magnitudes my, - - -, Mm determinadas por la 
fórmula (2.19) son las valuaciones lineales no desplazadas de los coefi- 
cientes desconocidos œ, . . ., &m (corrientemente se las llama valua- 
ciones de los cuadrados minimos), 

Llamemos valuaciones linealés no desplazadas “y, . . «, “y de los 
coeficientes dy, . . «y &m a las valuaciones óptimas, si 


lar — da l= min lla — n ll k=1,...m (2.20) 
nela 


donde el minimo se toma por todas las valuaciones lineales no despla- 
zadas y para el coeficiente correspondiente a, (cuyo conjunto lo desig- 
namos por Lr). 

Por definición La es el hiperplano (en el subespacio lineal H (T)) 
de todas las magnitudes y € H ri que satisfacen la condición My = 
= ay. Por eso (véase el lema sobre la perpendicular, pág. 253), la 
valuaciones óptimas no desplazadas dy € Ly se determinan iyeon 
te por la condición 


(an — dn N — An) = 0 para todos los y E Lp, k= 1 m. 


(2.21) 
Intentemos describir más explícitamente el espacio H (T) y los 
hiperplanos La, k = 1, . . ., m suponiendo que en la expresión (2.15) 
A=A(Des un proceso aleatorio estacionario 
con la densidad espectral f (à) que admite la representación espectral 


A= | endo, (2.22) 


y la función 6=8(£) es la transformación de Fourier de d=Ú4(4): 


O= f ea, (2.23) 
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donde la función Ú (A) satisface la condición 
[or 
f IFE A< oo. (2.24) 


Las fórmulas (2.22), (2.23) nos permiten representar el proceso alea- 
torio examinado E (1) = 0 ( + A (f) por la integral estocástica 


E= | endog) (2:25) 


(compárese con la representación espectral (7.4), cap. III), donde 
A 
o= f 0()d4 4-0, (0) 


es un proceso aleatorio con los incrementos no correlacionados, que tie- 
nen el valor medio 
% 


MD()= f 00) dh. 


y la densidad de estructura f (A). 
Igualmente que para los procesos estacionarios, examinaremos el 


espacio lineal H (T) de todas las magnitudes y, representadas por la 
integral estocástica 


= f CZOLOICON (2.26) 


donde las funciones «p (à) entran en el espacio correspondiente Ly (f), 
con ello existe la integral | q (A) (A) dh (véase el punto 2, del $6). 


Hablando en general, la existencia de la integral f AOLIOLLS 
es la condición complementaria para las funciones q (A) €Lr (f), 
ahora bien, para las suposiciones hechas anteriormente, ella se 


deduce automáticamente de la condición general | |p()1'F0)d%< 
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<% ya que 


Dl 
VEO 


d< 


| noas Í [eorr 


e 
<y fimer may | Ggta<o. 


De tal modo, el espacio lineal H (T) está compuesto por todas las 
magnitudes 


= | oD, PAEL. 


Recordemos que para las integrales estocásticas (2.26) 


M= [emóma, (2.27) 
(M—Mnp m— Mn) (Gr, P2), (2.28) 
donde q, Pz son las funciones correspondientes del espacio Lr (f) y 


(On o= | MR T F O) dhe 


Recurramos a las funciones 
WA), -eea PANE Lr (Py 
que satisfacen las ecuaciones integrales?) 


Y ea 0910) damon, tET, k=l, ..., m. (2.29) 


Como se deduce de la fórmula (2.27) que determina el hiper- 
plano La la condición M= æ, para las magnitudes y= f pA) dD A) 


1) Señalemos que tales funciones pp, . . ., $m existen siempre, teniendo 
para cada k = 1, ..., m la única solución ya (A) de la ecuación (2.29), que - 
pertenece al espacio Lr(f) (con relación a estas ecuaciones véase, por ejemplo, 

el libro de Yu. A. Rozanov, «Procesos aleatorios estacionarios», Fismatguiz, 

Moscú, 1963, pág. 190). 
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significa que 


| vW da= Í «o[3 O] 10) de X 040, 99 =a 


La S ja 
(2.30) 
para todos los œ, . . -, Cm, lo que, en vista de la arbitrariedad de estos 
coeficientes, es equivalente a la condición 
1 para ¡=k, 
NL o para jet (2.31) 


Hemos hallado que cada uno de los hiperplanos La (de las valuaciones 
lineales no desplazadas y = | 00) 40 G) para los coeficientes incóg- 


nitos'an) se determina por el sistema de ecuaciones (2.31) en el cual las 
funciones xp (0), (0) satisfacen las ecuaciones integrales (2.29). 


Volvamos a la condición (2.21) que determina la valuación óplima 


ar 


¡ «on (À) dd (A) para cada k =1l,.... m. De la fórmula 


general (2.28) se desprende que esta condición para la función corres- 
pondiente Poz (À) E La significa lo siguiente: 

Corr P — Poa) =0 (2.32) 
para todos los «p (A) € Lr (f) que satisfacen las ecuaciones (2.31). 


Introduzcamos la matriz D = (d,,) con los elementos 
du= e v= i VOTONI O) dhe (2.39) 


Ya que para las funciones linealmente independientes 0, ((), + +. 
+ « «1 Om (£) las funciones p (A), - . -» Pm (A) determinades por las ecua- 
ciones (2.29), también son linealmente independientes, la matriz D 
no está degenerada y existe la matriz inversa D-=(0,,): 


E 1 para k=i, 
Jodn=| o i y 
jet 


0 para ki, 
Mostremos que las funciones desconocidas Por (4) son 
ma 
Por (A) = A, k=l, aou Me 1 (2.34) 


En efecto, ya que todas las funciones py (A), į = 1, ..., m, per- 
tenecen al espacio lineal E (), también pertenecen a El las funciones 
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m. Cada una de éstas satisface la condición respec- 


Gor (A), k = 2. 
tivo (2.31) a saber: 


(or Y) = D) onite w= Y) Ord = 


( 1 para ¡=%, 
a 


O para jæ k. 
Además de esto, para cada k = 1, . . ., m tiene lugar la igualdad 


(2.32), ya que para cualquier función q (à) que satisface la condi- 
ción (2.31). 


(Por P) = A Ors (Di P) = Orr 
E 


y al mismo tiempo 


Co Po 2, OnidijO m = Ork- 
sfa 


Señalemos que la matriz D-* = (oy) es la matriz correlativa de 
los errores da — æn, k = 1, . . ., m en las valuaciones óptimas de los 
coeficientes y, ..., Am, a sabe 


Ony = (Pon Poz) = Ma — aa) (2, — ay), k, j = 


Enunciemos el resultado que hemos obtenido. 


Teorema 2. Las valuaciones óptimas lineales &y, . 
coeficientes desconocidos y, . . -, &m Se dan por la expresi 


<m, 


= | m OdDA) k= 


donde las funciones por (À), k = 1, + 
las (2.34) con la solución pa (A) € Lr P), 
integrales (2.29). 
ñalemos que algunas veces se puede valuar sin error?) los 
coeficientes desconocidos œr, k = 1, ..., m. 
Ejemplo (ley de los grandes números). Sea 
0()=4, 0<t<o, 


donde a es una constante desconocida. Entonces 


están ligadas por las fórmu- 
» + - „ mde las ecuaciones 


a=L.im Seo 


1) Así ocurrirá siempre al infringir la condición (2.24). Véase, por ejemplo, 
el libro de I. A. Ibraguimov, Yu. A. R oz a n o y «Procesos aleatorios 
de Gauss», Naúka, Moscú, 1970. 


$ 3. Esperanza matemática condicional mı 


En efecto, +) E(dt—a=- | A (fdt, donde para el proceso 
è 


estacionario A (f) = $ elit dO, (À) tenemos 


+jso dt= ¡ [hjera] f 40 (0), 


y se ve fácilmente, que para n — oo 


$3. ESPERANZAS 
MATEMATICAS 
CONDICIONALES 
Y ALGUNAS TAREAS 
DE PRONOSTICACIÓN 


Y DE FILTRADO 


1. Una vez más sobre las esperanzas matemáticas condicionales. 
Examinemos una familia arbitraria de magnitudes aleatorias y (0), 
1 € T, dependientes del parámetro £ y la magnitud aleatoria E, que de 
algún modo está ligada con las magnitudes 1 (1), £ € T. 

Para mayor claridad nos podemos imaginar una prueba compleja 
en la que al principio se observan las magnitudes n (0) £ €T, y luego, 
en dependencia de los valores n (1), £ € T, se realiza una prueba comple- 
mentaria, en la cual se observa la magnitud aleatoria E; en otras pa- 
labras, «el mecanismo de aleatoriedad» actúa sucesivamente: al princi- 
pio, las magnitudes y (1), £ € T, toman tales o cuales valores con cier- 
ta distribución de probabilidad ', luego, la magnitud E toma tal o 
cual valor con cierta distribuci (condicional) de probabilidades, 
en dependencia de aquellas magnitudes. 

En estas condiciones la esperanza matemática de la magnitud E 
para los valores fijados de n (1), £ € T (designémosla por M (| E 19) 
depende de las magnitudes aleatorias n (1), 1 € T, y en este sentido es 
una magnitud aleatoria. Parece intuitivamente que se puede determi- 
nar el valor medio ME tomando al principio M {Ẹ | 9) para los 
valores fijados 1 (1), €T, y luego tomando la esperanza matemá- 
tica M (M(E|m)l: 


ME = M [MẸ |n J- 8.1) 
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Además de esto, para cualquier magnitud aleatoria ẹ (n) determina- 
da univocamente por los valores y (1), £ € T, se deberá cumplir la igual- 


dad 

MM |n} = p mM) -M (Elm) (3.2) 
ya que para los valores fijados n (f), ET, la magnitud «p (n) escons- 
iante. 

Designemos por L el conjunto de tales magnitudes q (n) para las 
cuales M q* (m) < œ. Supongamos que para cada uno de los valores 
fijados y (9), t€ T, se tiene la distribución condicional de probabili- 
dades correspondiente, con ello la esperanza matemática condicional 
M (E 11) posee las propiedades (3.1) y (3.2). 

Examinemos la magnitud E, MẸ? < co. La magnitud correspondien- 
te É = M (Ẹ | n) entra en L, ya que según la desigualdad general para 
los momentos 


E =IME IP < M (E?) n), 
donde de acuerdo con la fórmula (3.1) aplicada a la magnitud E?. 
MIM (E |1)) = ME? 
y, por consiguiente, M Ẹ? < MẸ? < oo. Según la fórmula (3.2) 
M (9 (1)-E1m) =p m)-É, de modo que la igualdad (3.1) para 
$ (mé da 


MIM (6 (+5 In) = M lo (më = (o (mM, D 
y al mismo tiempo 
MIM {p (15 In)l = M le (Él = (e m), E, 
de donde obtenemos que 
(6 —É, p (1)) = 0 para todos los valores y (n) € L. (3.3) 


Pero antes, en el $ 1 fue mostrado que existía, una sola magnitud 

EEL que satisfacía la condición (3.3): Ê = M (E | n} esto significa 

tricamente la proyección de la magnitud E sobre el espacio lineal L 

fe todas las magnitudes « (m), M q* (1) < co que son funciones de los 
valores n (i), tET- 

Partiendo de las esperanzas matemáticas condicionales, se puede 

determinar la distribución condicional de probabilidades ya que 


P {x < E<" In) =M {p Enh (3.4) 
donde la función q (x) tiene la forma 
l para Y Sx <x” 


9) = | 0 para los restantes x. 
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Ejemplo. Sean E y ņ magnitudes aleatorias discretas, que tienen una 
distribución conjunta de probabilidades Pan (x, y), — co < xX, Y < 00, 
Hallemos la distribución con: mal de probabilidades P; (x | n) de 
la magnitud E para el valor fijado de n. 

Para la magnitud aleatoria (E) que es función de E, la esperan- 
za matemática con relación a la distribución de probabilidades 
P, (x | n) para el valor fijado de n es 


MOOI- Pel. 
Para la función limitada p = y (y) tendremos 


MOVIN AP Pm. 


Tomando las esperanzas matemáticas de la parte izquierda y dere- 
cha, por una parte obtenemos 


MMC OYNIM=M E= atv Pete 0. 
y de otra parte, 


mmoorom=a[ Z owman] 


NAAA 


(donde P,, (y) es la distribución de la magnitud n), lo que da la siguien- 
te igualdad: 


Š Žewvwr enau- À or Pat y. 
De aquí, suponiendo que 


1 para x= xo, 
CL=1O para xaxa 
1 para y= Yo, 
v=o para Y=k Jo 


para cualesquiera xo, Yo, obtenemos, que 
Pr (xo | 40) Pn (y0) = Pen (Xor Yo): 
De tal modo, para cualesquiera valores de y, que toma la magnitud 
n con probabilidad positiva. 
Pi (l= 
(compárese con (3.16), cap. 1). 
1801104 


Pin (e, 4) 
Pa 0) 


(6.5) 
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Ejemplo. Sea y una magnitud aleatoria discreta con distribución 
de probabilidades Pn (y). Supongamos que la magnitud E para 
cada valor fijado y tiene la densidad condicional de probabilidades 


Py (x | m). Para 
qe ( l parar <x<x", 
eM=1t0 para x <xX, x>x' 
1 para y = Yo» 
10 or ys 
tenemos 


x 
MMEM 0101 =M [960 | p n dx]= 


-5 [uu] ruleta] rn ()=| Pa (x l yo) de Pr yo)» 
e è 


Ahora bien, para cualquier yo la fórmula (3.1) aplicada a la magni- 
tud 3p (m) y (E) nos da a la vez: 


M IM {p (n) 9 (E) In) = Mp (n) 9 (8) = 
=P (<iE<x%, 0 =-yo) 


de modo que en total obtenemos 
z 
P(x <<, =g} = | pi (x10) dePa (0) (8.6) 
x 


para todas los x', x” è y. 

Ejemplo. Sea E una magnitud discreta con distribución de probabi- 
lidades Py (x), — oo < x< œ y la magnitud aleatoria y para cada 
valor fijado de E tiene la densidad de probabilidad py (y | E), —co < 
< y < œ. Hallemos la distribución conjunta de probabilidades de 
estas magnitudes y la distribución condicional Pg (x | 1) de la magni- 
tud E respecto a n. 

La probabilidad del suceso { y’ < n < y”) para la condición E = 
=xes 


Se 
Pr <n< Y E=) = | palya) dy 
y 
Según la fórmula (3.6) 


7 
Plé=x y <n<y)=Pe (0) pa Wla dy, 
2 
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y por, consiguiente, la distribución conjunta se da como 
js 
ZEATE Pi (0) Pa W 12)] ds. 
De aqui se deduce, en patali que 
Py <n<y)= 16 PeG0 Pn (v13) ] ay, 
y se ve que la magnitud dléstcra Aticos la densidad de probabilidad 


mio = È mula Peto. 


Mostremos que la distribución condicional P; (x | y) de la magnitud 
aleatoria E para el valor fijo de y = y se da por la llamada fórmula de 
Bayes: 
el Patylx) 
Peel) =Pe 0 =p + (3.7) 


En realidad, la fórmula (3.7) da la distribución de probabilida- 
des, con relación a la cual el valor medio 


MOn- oem 


de las magnitudes de la forma q (£) satisface la condición (8.1): 


mino Im= | MEEL dy 


=J or [ | rod] X 0) P (0=M0 0. 


y también la condición (3.2) y, como ya sabemos, esta condición deter- 
mina univocamente la magnitud M (q (E) | n}; en su conjunto (para 
distintos q (E) los valores medios M (y (¿)|[n) determinan univocamen- 
te la distribución de probabilidades correspondiente P; (x | n) (diga- 
mos, M (q (E) m) = Pz (xo In) para la función q (x) que es igual a 
1 para x = xo e igual a cero para los restantes x). 

Ejemplo. Sean E y y magnitudes aleatorias que Lienen la densidad 
conjunta de probabilidad Pin (x, y). 

Mostremos que la densidad condicional py (x ] 1) de la magnitud E 
con relación a 1 tiene la forma 


(9) 
e + 


—0w <x<oo, (3.8) 
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donde 
Prl) = | pinte dx, —o<y<oo, 


es la densidad de probabilidad de la magnitud y (compárese con (3.17), 
cap. 1). 

En efecto, la esperanza matemática de la magnitud del tipo y ($) 
con respecto a la distribución con la densidad de probabilidades indi- 
cada py (x |n): 


MOEIN= | pe p eln dr, 


satisface la condición (3.1) a saber: 


MIMEEIDI= | (HA (19 dl pa (0 dy = 


- j vwL] Pin lx, 9) dy]ax= j 90%) pe (x) de Mp (8), 


de tal modo que M {ọ (E) | n} da real mente la esperanza matemática 
condicional de las magnitudes q (E) con relación a y. Pero en su conjun- 
to (para distintos q (E) los valores medios M (p (E) | n} determinan 


univocamente la distribución de probabilidades, en particular, según 
la fórmula (3.4). 


Pr SESE n= | pe (e Im) de, 


y de tal modo, la función p(x |n), — o0 < x < œ dada por la 
igualdad (3.8) es la densidad condicional de probabilidad de la magni- 
tud E para el valor fijo n. 

Señalemos que la densidad condicional p (y | E) se determina aná- 
logamente a (3.8), con ello tiene lugar la siguiente igualdad (compá- 
rese con la fórmula de Bayes (3.7) 


OS es 


2. Papel de las probabilidades a posteriori en algunas tareas de 
pronosticación y filtrado. 

Como hemos visto, las propiedades funda mentales de las esperanzas 
matemáticas condicionales expresadas por las relaciones (3.1) y (3.2) 
permiten dar la siguiente interpretación geométrica del valor medio 
condicional =M (E | n) de la magnitud E, ME*<oo, en relación a las 
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magnitudes) n (f), t € T: =M (Ẹ | mes la proyección de E en el espacio L 
de todas las magnitudes de la forma y (m) que son funciones de los valores 
n (0), tE T. Con esto la magnitud E da la aproximación óptima de E con 
las magnitudes q (n) € L: 


NE—E ll = mín 1E— 9 (n) ll. 
em 


Examinemos la tarea sobre la valuación del valor de E por las mag- 
nitudes de y (1), £ € T, en el caso cuando sólo se tiene un número f i- 
nito de valores posibles E. Para mayor claridad se puede saponer 
que E describe el estado del sistema que nos interesa, sobre el que sólo 
podemos juzgar por la observación de un proceso aleatorio y = n (f). 

En ejemplos sencillos nos podemos convencer fácilmente de que, 
hablando en general, la esperanza matemática M (E | n) no toma obli- 
gatoriamente uno de los valores posibles de E (digamos, E = 0, 1, ... 

+ «, N) de modo que la magnitud M (E |n) no nos da directamente 
una indicación respecto a los estados posibles 0,1, . . ., M en que se 
encuentra precisamente el sistema. 

En adelante, llamaremos a la magnitud qo (n) € L la valuación 
óptima del estado desconocido E, si la probabilidad de los errores, es 
decir, P («po (m) + E) es mínima: 


P (po M) Æ E) = mín P(9 (n) Æ E). (3.10) 
Está claro que para hallar la valuación óptima es suficiente limitar- 


se a las magnitudes «p (1) € L, cuyos valores posibles son los mismos que 
para las magnitudes E (es decir, según la suposición hecha son 0,1, . ... 


Suponiendo como anteriormente, que existe la distribución condi- 
cional de probabilidades *) Pg (k |m), k = 0, ..., N de la magnitud 
E para cualesquiera valores fijos y (1), £ € T, admitamos que É = qu (m) 
es igual al valor dek = 0, 1, ..., N para el cual la probabilidad 
Py (k | n) es máxima: 


P, ÈI) = 


áx Pe (k | m). (3.11) 
N 


Teorema. La magnitud Ê= qo (m) que satisface la condición 
(3.11) es la valuación óptima de E. 
Demostración. Introduzcamos las funciones z% (x), 


k=0, 1, ..., N que son iguales a 1 para x = ke e iguales a cero para 
los restantes valores de la variable x. Tomemos cualquiera magnitud 
Y = q (1) que tome uno de los valores 0, 1, . . .. M. Se ve fácilmente 
que 


P(0()+E =ME=MIM (£]1)1, 


1) La probabilidad Pg (k| n) algunas veces la llaman a posteriori (después 
de la «observación? 1). 
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N 

donde la magnitud =+ J) [xa Œ)— xa (¢)I? es igual a 1 para 
ho 

(mE y es igual a cero en los casos restantes (para ọ (m) =8). 

Para los valores fijos ņ(f), tET, la magnitud %a(Ẹ) es constante 

y Mz (51m) =P; (e) 1) de modo que 


E 
MEIM=3 Y MO (PIM = 


h=0 


, k 
=4 X MOPED E D Pelen (91 
4 


o 
donde para (n) =} 


E 4 
FA Pakiy Pe (ein? GHA 


k= kao 


N 
Supongamos que w=) Ixa (E) — Xa (Po)? y examinemos la 
diferencia a 


M( |n) — M (Zo In) = Ps (jo | n) — Pm, 
donde jo = qo (1) es aquel valor para el cual la probabilidad P; (j | n) 
es máxima (véase (3.11)). Está claro que para cualquier j =p (1) 
M(% In) — M ($o | n) = M {$ — to In} > 0 
y por consiguiente, 
Mg — Mío = M (2 — bo) = M [M (2 — Lo | n} >0, 
es decir 
P {p (mM E) >P (00 (1) 45), 
que es lo que se quería demostrar. 
Ejemplo (tarea sobre el desajuste). Supongamos que nos interesa el 
estado del sistema en el momento variable de tiempo ż, sobre el cual 
se podría juzgar sin error según la señal determinada 0 (%), que caracte- 


riza el paso de un estado a otro, pero de hecho «observamos» sólo el 
proceso aleatorio E = E (1), £> 0, de tal modo que 


dE (f) =0 (9 dt + dn (0, (3.12) 


donde en la diferencial estocástica dE (f) figura, como corrientemente, 
el proceso del movimiento browniano standard y (1). Se exige dar la 
valuación del estado del sistema en el momento dado de tiempo £ 
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según la trayectoria E (s), s < f, más exactamente, dar la valuación 
de la magnitud 0 (f). 

Supongamos para mayor sencillez que el sistema se encuentre en el 
momento inicial en el estado 0 y en el transcurso del tiempo puede pa- 
sar a algún otro estado 1 (el paso puede significar, por ejemplo, el 
desajuste o rotura del sistema examinado). 

Consideraremos que 

0 para {< T, 


swf 1 para t> T, 
donde el momento z del paso de O a 1, es una magnitud aleatoria con la 
distribución exponencial de probabilidades: 
P {i> fh =e, 
Como fue indicado anteriormente, la valuación óptima del valor 
desconocido 0 (1) por las magnitudes E (s), s < £ (cuyo conjunto desig- 
nemos, para abreviar, por Ey), se halla con ayuda de las probabilidades 


a posteriori %) 
m()=x(0, (9 =1—2(0, 


donde 
n (N) =P (0() =0]/€;). 

Supongamos que el proceso aleatorio E = E (f) se observa en los 
momentos discretos de tiempo £, múltiplos de Af, y sigamos la evolu- 
ción de las probabilidades a posteriori x (1) en el transcurso del tiempo £. 

Examinemos preliminar mente la densidad condicional de probabi- 
lidades p {x 10 (1) = 0, Es) dela magnitud E (f -+ Af) para la condi- 
ción 0 (4) =0 y para la trayectoria fija E, = (E (s), s < 1). Como se ve 
de la fórmula (3.12) 

tât 
E0A9=8(0+ | 0(9ds+An(0, 
t 
donde An (1) es una magnitud de Gauss independiente con la media 


nula y dispersión Aż. Para la función fija O(s), ¿<s < t+ Al, 
la densidad buscada es 


tae 
yea {m [t0 j oo, (3.13) 


—w<x<o0, 
y ya que 
tât 
j) o Mo para t—t=u, 0<U EM, 


? O para r—f>Af 


1) A posteriori (del latin), después de la prueba. 
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y la magnitud aleatoria t — ¿para la condición O (£) = 0 está distri- 
buida en la semirecta u>0 con la densidad de probabilidad Ae", 
entonces obtenemos como resultado que 
p {x10 (ġ) =0, E) = 
E 1 i 
=f yr [— 74-50-0091) he-ru du y 
3 
1 1 
tyan {-m t or) pas, 
Para 0 (1) = 0, © (1 + AN) = 0 (es decir, de hecho para 0 (s) = 0, 
1<s< t+ Af) la expresión (3,13) nos da la densidad condicional 
de probabilidad 


PEIO()=0, Eo, OC+AN= 0 = zzz ex [3 O} 
Se comprueba fácilmente que tiene lugar la igualdad siguiente, 
análoga a la fórmula de Bayes (3.7): 
P(0(+A9=0/0()=0, E, E((+A0))= 
=P (0((+ A) =0/0(0=0, E) x 


PAE (+A1)]0(1)=0, Es, O(f-+At) =0) 
EL IES 7] s HUA 
en la cual 
184440 JOU =0, E) i 
AIETE] 
ar 
= f exp [len (0 (60) (811) he-u du 
fj 


e = [1 +0 (1) AAt- emrat = 1-0 (48), 
donde la magnitud o(Af, dependiente del incremento A$ (i) = 
= § (£+ Af) — Ẹ (f), es una magnitud infinitesimal de orden superior 
en comparación con Af para At 0 (cuando AE (1) —> 0). Teniendo en 
cuenta que P {0 (t+ AN = 0 | 0 (£) = 0, E} coincide con la proba- 
bilidad de quedarse en el estado O durante un intervalo de tiempo A£ 
(esta probabilidad es igual a e-249), de la igualdad (3.14) obtenemos la 
relación siguiente: 


P(0(1+ A) =010(9=0, Eia} = 1 — A At + o (At), 
donde la magnitud o (4%) tiene el mismo sentido que anteriormente. 
Luego, análogamente a (3.14) tiene lugar la igualdad 

P(0() =0]Er E(4-A))= 


E (t+ åt) 10 (£) 
=P (90 015) EI. (8.15) 
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Evidentemente, 
P {È (E+ AN IE) =p EU+AD10(0= 
= 0, ți} no (0 + p (E(t+ A910 (9 = 1, Ee} (0, 


donde la condición © (1) = 1 de hechosignifica que 0 (s) = 1 para todos 
los s> 1; de la fórmula general (3.13) obtenemos 


ERIGE o (o 4) a 
y la igualdad (3.15) permite establecer que 
P{0 (A =0 lëna} =P (0 (0 = 018s E((+A0)= 
AET SETE EE 
m(n (0+exp (ae (E) Oto (40) 
1 
1 0 (ar (0-43 48 (0%) Hoan 
=m [104 (0) (M6 (0—F+385(0*) + 
+[to (a50—£+La5(09*)] o (80) = 
=m (0) {1—m (0 (A50 — F Hr AE (0°) +a (0*08(0*+0(80),, 
donde o (Af) ahora significa una magnitud de un orden infinitesimal 


superior en comparación con At + AE (0%. 
Por último, utilizando la fórmula 


P (0 (14 Af) =0 | betar} = P (0 (t + Af) = 0 | 0 (4) = 0, 
Errar) P {0 (N = O | Bitat) 


de las relaciones obtenidas anteriormente, obtenemos para a (f) = 
= n (1) = 1 — m (0): 


at+a=0 aal [10a ao EHAEO) + 
+(U—a (05 (0*] +0 (A9 =a () 1 (0) x 
x {AAt (—=2 (0) 188 (0*—A8—(1—2(0)* AE (0%) + 
+a (0 (12 (0) A8 (9 +0(A0). 
Si despreciamos aquí la magnitud o (Af), que tiene un orden supe- 


rior en comparación con Af + AE (£)*, y también el miembro -4 x 
x(1—a (8) [48 (0)* — Ad, que contiene la magnitud AE (1*— At 


=m (1) 
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para la cual 
M (AE (1? — At | Es) =0 (44) 
y 
M {LAẸ (9? — Atl | $i} = o (4f) 
(compárese con las condiciones (8.13), (8.14)), entonces obtenemos 
An (1) ~ —a (H) (A — (1 — x (0%) At + a (9 (1 — a (8) AE (0). 


Examinando el caso cuando £ es continua se puede indicar que 
a (1) = P (0 (f) = 0 | §&} como función del proceso aleatorio E (s), 
s < t, varía continuamente con el transcurso del tiempo 1 de tal modo 
que existe la diferencial estocástica 


da (1) = — n (9 A — (1 — a (09 dt + a (9 (1 —2 (0) dẹ (0, 


donde la diferencial estocástica dE (£) está determinada por la fór- 
mula (3.12). 
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« MIR » edita libros soviéticos traducidos al es- 
pañol, inglés, francés y árabe. Entre ellos figu- 
ran las mejores obras de las distintas ramas de 
la ciencia y la técnica; manuales para los cen- 
de enseñanza superior y escuelas tecnológi- 
literatura sobre ciencias naturales y médi- 
mbién se incluyen monografías, libros de 
Sirung jón cientifica y ciencia ficció 

n sus opiniones a Editorial «MIR > 
i ¿ed per. 2, 1-110, Moscú, 129820, 


EN 1974 LA EDITORIAL MIR PUBLICARA: 


GMURMAN V. 


La teoría de las probabilidades y la estadística matemática 


Este tratado ha sido escrito de conformidad con el nuevo curso 
de la teoría de las probabilidades y de la estadística matemática, 
El material de esta obra se presenta en tres partes fundamentales: 
las dos primeras se dedican a la teoría de las probabilidades y la 
última, a la estadística matemática. En este manual se estudian 
los- temas siguientes: probabilidad de las hipótesis; fórmulas de 
Bayes; distribución de Poisson; nociones de la estadística mate- 
mática y noción de correlación. 

En el libro se presta gran atención a los métodos estadísticos 
de elaboración de los datos experimentales; las tablas que se exponen 
para los cálculos son muy cómodas. Cada capítulo contiene proble- 
mas y sus respuestas que han sido elegidos adecuadamente. Además, 
todo capítulo va acompañado del análisis de las soluciones de los 
problemas del material correspondiente. 

Esta obra contiene diecisiete capítulos, varias tablas de núme- 
ros, veintidós figuras y un gran número de ejemplos teóricos y técni- 
cos; se recomienda para los estudiantes de las facultades ingeniero— 
técnicas y económicas. 


En 1975 se editará: 


GMURMAN V. 


Obra de referencia para resolver los problemas de la teoría de las 
probabilidades y de la estadística matemática 


Por su contenido, esta obra corresponde al curso de la teoría 
de las probabilidades y de estadística matemática y contiene más 
de 500 problemas para todas las partes del curso. Al principio de 
cada párrafo el autor expone los conocimientos teóricos necesarios, 
las fórmulas requeridas y muestra los ejemplos cómo resolver pro- 
blemas típicos. Los problemas destinados para resolverse indepen- 
dientemente se dan según sus dificultades crecientes. Además de 
los problemas clásicos acerca de lanzamientos de monedas o dados, 
este libro contiene un gran número de problemas que ilustran la 
aplicación de la teoría de las probabilidades en la técnica (fiabi- 
lidad, control estadístico de la calidad de producción y tratamiento 
de los datos experimentales). El mérito fundamental de este libro 
consiste en que el autor, en todos los problemas, pone en primer 
plano su esencia probabilística, reduciendo al mínimo el cálculo 
numérico. 

Esta obra puede servir para enseñar a resolver los problemas 
de la teoría de las probabilidades, de estadística matemática y para 
los estudiantes de las especialidades ingenierotécnicas y económicas. 


